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位相空間

集合X の冪集合を P(X)と書く。
集合X とO(X) ⊆ P(X)が次の条件を満たすとき、
(X ,O(X))を位相空間 (topological space)という。

O(X)は任意の結び (arbitrary unions)に閉じている。
つまり、S ⊆ O(X)ならば

⋃
S ∈ O(X)が成り立つ。

注: 空の結び ∅ =
⋃

∅は O(X)の元である。
O(X)は有限の交わり (finite intersections)に閉じている。

つまり、F ⊆ O(X)が有限であれば
⋂

F ∈ O(X)が成り立つ。
注: 空の交わり X =

⋂
∅は O(X)の元である。

O(X)をX 上の位相 (topology)と呼ぶ。X の元を点 (points)
といい、O(X)の元を開集合 (open sets)という。開集合の補
集合を閉集合 (closed set)という。
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位相空間の例

O(X) = P(X)をX 上の離散位相 (discrete topology)という。
2 = {0, 1}は離散位相を持つと仮定する。
自然数 Nは離散位相を持つと仮定する。

S = {⊥,>}, O(S) = {∅, {>},S}をシェルピンスキー空間
(Sierpinski space)という。
R上のユークリッド位相 (Euclidean topology)は

O(R) = {U ⊆ R | (∀x ∈ U )(∃r > 0)Br(x) ⊆ U}

と定義される。ただし、Br(x) = {y ∈ R | |x − y| < r}は中
心 x と半径 r を持つ開球である。
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観察可能な性質
位相空間の開集合は観察可能な性質、または確認可能な性質
（有限時間内に半決定できる性質）と解釈できる。

例えば、P = {y ∈ R | y 6= 0}は観察可能である。なぜなら
ば、任意の x ∈ Rに対し、もし x ∈ P ならば x を十分高い精
度で測定すれば x ∈ P を確認できる。
一方、¬P = R \ P = {0}は観察可能ではない。なぜならば、
いくら正確に測定しても小さな誤差が残る可能性があるため、
一般に x = 0を有限時間内に確認できない。

観察可能な性質の任意の結びは観察可能である：
x ∈

⋃
i∈I Ui を観察するには、並列的に x ∈ Ui となる i ∈ I

を探せばよい。
観察可能な性質の有限の交わりは観察可能である：

F が有限であれば、x ∈
⋂

i∈F Ui を観察するには、全ての
i ∈ F に対し x ∈ Ui を確認すればよい。

しかし、観察可能な性質の無限の交わりは観察可能であると
限らない:

I が無限であれば、x ∈
⋂

i∈I Ui を観察するために、無限個の
性質 x ∈ Ui を観察する必要があるが、それは有限時間内にで
きると限らない。
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連続関数

位相空間X とY の間の関数 f : X → Y が連続 (continuous)
であるとは、任意のU ∈ O(Y )に対し f −1(U ) ∈ O(X)が成
り立つことである。
直感的に、連続関数は（理想的な意味で）計算できる、また
は、物理的に実現できる関数と解釈する。

f : X → Y を物理的に実現できるとし、U ⊆ Y が観察可能で
あるとする。任意の x ∈ X に対し、x ∈ f −1(U )を観察するた
めに、f (x)を計算し f (x) ∈ U を観察すればよい。従って、
f −1(U )は X の観察可能性質である。
逆に、f : X → Y が連続であるとする。f (x) ∈ U を観察する
には x ∈ f −1(U )を観察すればよいので、f (x)の観察可能な
性質を全て確認できる。従って、Y の各点がその点の観察可
能な性質で定まるのであれば、f (x)を特定できる。
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分離公理 (Separation axioms)

(X ,O(X))が T0分離公理を満たす、またはX が T0-空間で
あるとは、任意の x, y ∈ X に対し、

x = y ⇐⇒ (∀U ∈ O(X)) [x ∈ U ⇐⇒ y ∈ U ]

が成り立つことである。
全ての x ∈ X に対し {x}が閉集合であるとき、X を T1-空間
という。
X が T2-空間、またはハウスドルフ空間 (Hausdorff space)で
あるとは、任意の x, y ∈ X に対し x 6= yならば

x ∈ U かつ y ∈ V かつ U ∩ V = ∅

を満たすU ,V ∈ O(X)が存在することである。
注: T2 =⇒ T1 =⇒ T0

この講義では、全ての位相空間がT0分離公理を満たすと暗
黙的に仮定する！
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分離公理の例

例:
X が二つ以上の元を持つ集合であるとき、O(X) = {∅,X}と
すれば、X は T0分離公理を満たさない。
シェルピンスキー空間 Sは T0-空間であるが T1-空間では
ない。
X が無限集合であるとき、

S ∈ O(X) ⇐⇒ S = ∅ 又は X \ S が有限である

とすれば、X は T1-空間であるが T2-空間ではない。
Rは T2-空間である。
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第二可算空間 (Second countable space)

B ⊆ O(X)とする。任意のU ∈ O(X)に対し、

U =
⋃
B∈I

B

となる I ⊆ Bが必ず存在するとき、BをX の基底 (basis)と
いう。X が可算な基底 Bを持つとき、X を第二可算空間と
いう。
例:

ユークリッド位相を持つ Rは第二可算空間である。
離散位相を持つ Rは第二可算空間ではない。
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部分空間と同相写像

位相空間 (X ,O(X))と部分集合 S ⊆ X が与えられたとき、

O(S) = {U ∩ S | U ∈ O(X)}

と定義した位相空間 (S ,O(S))をX の部分空間という。
(Borel-Selivanov) S ⊆ X とする。

S = {x ∈ X | (∀i ∈ N) [x ∈ Ui ⇒ x ∈ Vi]}

となる Ui,Vi ∈ O(X) (i ∈ N)が存在するとき、S を X のΠ0
2

部分空間と呼び、S ∈ Π0
2(X)と書く。

f : X → Y を連続関数とする。f の連続な逆関数 g : Y → X
が存在すれば、f を同相写像 (homeomorphism)という。

注:f : X → Y が連続な全単射であっても同相写像であるとは
限らない。例えば、f : 2 → Sを 0 7→ ⊥、1 7→ >と定義すれ
ば、f が連続な全単射であるが連続な逆関数は存在しない。

同相写像 f : X → Y が存在するとき、X とY が同相
(homeomorphic)であるという。
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直積位相 (Product topology)

Definition
位相空間X とY の（集合論的な）直積X × Y 上の直積位相は
W ∈ O(X × Y ) ⇐⇒

(∀〈x, y〉 ∈ W )(∃U ∈ O(X))(∃V ∈ O(X)) [〈x, y〉 ∈ U × V ⊆ W ]

として定義される。
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コンパクト集合 (Compact sets)

Definition
K ⊆ X がコンパクトであるとは、K ⊆

⋃
U を満たす U ⊆ O(X)

に対し、K ⊆
⋃
F となる有限な F ⊆ U が必ず存在することで

ある。

Example: K ⊆ Nがコンパクト集合であるための必要十分条
件はK が有限であることである。
Example: 任意の a, b ∈ Rに対し、閉区間 [a, b] ⊆ Rがコンパ
クトである。
Proof:

[a, b] ⊆
⋃

i∈N Ui (Ui ∈ O(R))とする。Vn =
⋃

i≤n Ui とする。
矛盾を導くために全ての n ∈ Nに対し [a, b] 6⊆ Vn と仮定す
る。rn = inf{r ∈ [a, b] | r 6∈ Vn}とすれば、rn 6∈ Vn かつ
rn ≤ rn+1が成り立つ。r = supn∈N rn とする。[a, b]が閉区間
であるため r ∈ [a, b]が成り立ち、r ∈ Ui を満たす i ∈ Nが存
在する。しかし、(rn)n∈Nが r に収束するためほとんど全ての
n ∈ Nに対し rn ∈ Ui となり、rn の選び方と矛盾する。

14 / 148



コンパクト開位相 (Compact-open topology)

集合X と G ⊆ P(X)が与えられたとき、Gから生成される位
相O(X)は Gを含むX 上の最小の位相として定義される。こ
のとき、U ⊆ X に対し、U ∈ O(X)となる必要十分条件は、
x ∈ U ならば x ∈

⋂
F ⊆ U を満たす有限 F ⊆ Gが存在する

ことである。
X とY が位相空間であるとき、X からY への連続関数
f : X → Y 全体の集合をY X と表す。

Definition
K ⊆ X がコンパクト集合で、U ⊆ Y が開集合であるとき、

[K ,U ] = {f ∈ Y X | K ⊆ f −1(U )}

と定義する。Y X 上のコンパクト開位相は上記のように [K ,U ]と
表せる部分集合全体から生成される位相と定義する。

直感的に、f ∈ [K ,U ]を確認するために (∀x ∈ K) f (x) ∈ U
を確認すればよい。
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特殊化順序 (Specialization order)

位相空間 (X ,O(X))の特殊化順序は

x ≤X y ⇐⇒ (∀U ∈ O(X)) [x ∈ U ⇒ y ∈ U ]

として定義される。
注：X が T0-空間であれば (X ,≤X)が半順序集合となる。

演習問題: f : X → Y が連続ならば f は特殊化順序において
単調であることを示せ。

つまり、x ≤X y ⇒ f (x) ≤Y f (y)が成り立つことを示せ。
演習問題: X とY が共に有限な (T0-)空間ならば、特殊化順
序において単調な関数は連続であることを示せ。
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Scott-位相 (Scott-topology)

(P,≤)を半順序集合とする。
V ⊆ P が x ∈ V & x ≤ y ⇒ y ∈ V を満たすときV を上向き
集合 (upper-set)という。
D ⊆ P が有向集合 (directed set)であるとは、D 6= ∅、かつ、
任意の x, y ∈ Dに対し x ≤ z & y ≤ z を満たす z ∈ Dが必ず
存在することである。
U ⊆ P が次の条件を満たすとき、U を Scott-開集合
(Scott-open set)という。

U が上向き集合である、かつ、
有向集合 D ⊆ P の結び

∨
Dが存在するとき、

∨
D ∈ U なら

ば D ∩ U 6= ∅が成り立つ。
P の Scott-開集合全体からなる位相を P 上の Scott-位相と
いう。
演習問題: (X ,O(X))が有限な (T0-)空間ならば、O(X)は特
殊化順序≤X における Scott位相と一致することを示せ。
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自然数の冪集合P(N)

自然数の冪集合 P(N)は Scott-位相を持つとする。
任意の有限 F ⊆ Nに対し、↑F = {S ∈ P(N) | F ⊆ S}は
Scott-開集合であり、そして {↑F | F ⊆ Nが有限である}が
P(N)上の Scott-位相の基底であることを示すことができる。

S ∈ P(N)の指示関数を χS : N → S

χS(n) =
{

> n ∈ Sのとき
⊥ n 6∈ Sのとき

と定義すれば、S 7→ χS は P(N)から SNへの同相写像であ
る。ただし、SNはコンパクト開位相を持つとする。
一方、2Nにコンパクト開位相を備えた空間はカントール空
間 (Cantor space)と呼ばれる。S ⊆ Nを指示関数 χ′

S : N → 2
とみなすこともできるが、SNと 2Nは同相ではない。
SNはNの半決定可能な部分集合に対応するが、2NはNの決
定可能な部分集合に対応する。

SN の計算可能の点は Nの c.e.部分集合と一致するが、2N の
計算可能の点は Nの再帰的部分集合と一致する。
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P(N)と第二可算空間

第二可算空間の中で、P(N)は次の意味で普遍的である。

Theorem
全ての第二可算 (T0-)空間を P(N)に埋め込みできる。

Proof: (Bi)i∈NがX の可算基底ならば、e : X → P(N)を

e(x) = {i ∈ N | x ∈ Bi}

と定義すれば、X と P(N)の部分空間 im(e) = {e(x) | x ∈ X}は
同相となる。

注: 一方、2Nはハウスドルフ空間であるため Sを 2Nに埋め込み
出来ない。従って、2Nは上記の意味で普遍的ではない。
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Type-2 チューリング機械

(Modified from “Computable Analysis”, K. Weihrauch [23])

Type-2 チューリング機械はチューリング機械と同様に３種類の
テープを持つ（入力テープ、有限個の作業テープ、出力テープ）。
それぞれのテープには無限個のマスがあり、それぞれのマスは空
白であるか固定された（有限)アルファベットの記号を含む。
テープ上に左右に移動しながら記号を読んだり書いたりするヘッ
ドがある。ただし、出力テープ上のヘッドは一方向のみ移動できる
（つまり、一度出力した記号を消したり上書きしたりできない）。
テープの内容と別に、固定された有限個の状態のうちで機械の状
態が遷移する。現在の状態とヘッドの下にある記号に対し次に書
き込む記号やヘッドの移動先や次の状態を決める有限個の命令
（プログラム）がある。 21 / 148



Type-2 チューリング機械

Type-2 チューリング機械と通常のチューリング機械の違い
は、Type-2 チューリング機械が停止することなく、無限に長
い入力を読んで無限に長い出力を書いていくことである。
従って、通常のチューリング機械を部分関数M :⊆ N → Nと
みなすように、Type-2 チューリング機械を部分関数
M :⊆ NN → NNとみなせる。

自然数が有限アルファベットで符号化されていると仮定する。
無限自然数列 p ∈ NN を入力として Type-2チューリング機械
M を実行した時に、M が出力テープに書き込む自然数列を
M (p)と表す。
入力 pに対しM が無限自然数列を出力しない場合に、M (p)
が未定義であるとする。

定義域 dom(f )を持つ部分関数 f :⊆ NN → NNが計算可能で
あるとは、

M (p) =
{

f (p) p ∈ dom(f )のとき
未定義 p 6∈ dom(f )のとき

を満たすType-2チューリング機械M が存在することである。
dom(f ) = NN のとき、f を全域関数という。
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Type-2 チューリング機械

Type-2チューリング機械は無限列を入力・出力するが、機械
の振る舞いは有限個の命令で定まる。
従って、通常のチューリング機械と同様に、全ての Type-2
チューリング機械の計算可能な枚挙 (Mi)i∈Nが存在する。
入力 i ∈ Nと p ∈ NNに対しMi(p)を出力する万能 Type-2
チューリング機械も存在する。
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NNの位相について

自然数の有限列全体の集合を N<Nと書く。
σ ∈ N<Nが自然数列 pの接頭辞であることを σ v pと表す。
真の接頭辞であるときに σ @ pと書くこともある。
σ ∈ N<Nに対し、↑σ = {p ∈ NN | σ @ p}と定義する。
自然数 Nは離散位相を持つとする。
自然数の無限列全体の集合 NNはコンパクト開位相を持つと
する。

Lemma
U ⊆ NNに対し、U ∈ O(NN)となるための必要十分条件は

(∀p ∈ U )(∃σ ∈ N<N) [p ∈ ↑σ ⊆ U ]

が成り立つことである。

Proof: 演習問題。
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計算可能性と連続性

Theorem
f :⊆ NN → NNが計算可能ならば、f が連続である。

Proof:
Type-2チューリング機械M が f を計算し、p ∈ dom(f )と有
限接頭辞 τ @ f (p)を固定する。
M (p) = f (p)であるため、入力 pに対しM が有限計算ス
テップ以内に出力テープに τ を書き込む。
出力テープに τ を書き込んだとき、M の入力ヘッドが pの有
限接頭辞しかアクセスできない。入力ヘッドがアクセスした
接頭辞を σ @ pとする。
よって、任意の q ∈ dom(f )に対し、σ @ qならばM が出力
テープに τ を書き込む。従って、p ∈ ↑σ ∩ dom(f ) ⊆ f −1(↑τ)
が成り立ち、f が連続である。
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神託Type-2チューリング機械

上の定理の逆は成り立たない。
演習問題: 計算不可能な部分連続関数が存在することを示せ。

部分連続関数とほぼ同値な概念を得るために神託機械を導入
する。

Definition
神託 Type-2チューリング機械は入力・作業・出力テープの他に、
無限自然数列（神託）で初期化された読み込み専用の神託テープ
がある。神託機械が時々神託を参考しながら有限のプログラムに
従って計算を行う。
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神託Type-2チューリング機械と連続性

Theorem
部分連続関数 f :⊆ NN → NNを計算する神託 Type-2チューリン
グ機械が存在するための必要十分条件は dom(f ) ∈ Π0

2(NN)が成
り立つことである。

Proof:
神託機械M が f を計算するのであれば、

p ∈ dom(f ) ⇐⇒ (∀n ∈ N) [ M (p)(n)が定義される]

となり、dom(f ) ∈ Π0
2(NN)が成り立つ。

逆に、dom(f ) =
⋂

n∈N Un (Un ∈ O(NN))と仮定する。
〈·, ·〉 : N<N × N<N → Nを計算可能な全単射とし、次の条件
を満たす対 〈σ, τ〉 ∈ N全体の集合を S とする。

(∀p ∈ dom(f )) [σ @ p ⇒ τ @ f (p)]、且つ
(∀n ≤ len(τ)) [↑σ ⊆ Un]。

入力 pに対し σ @ pを満たす対 〈σ, τ〉 ∈ S を見つけた時に出
力を τ まで拡張するように神託機械M を定義すれば
よい。
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計算可能性と連続性

Corollary
任意の部分連続関数 f :⊆ NN → NNを神託 Type-2チューリング
機械が計算できる部分連続関数 f ′ :⊆ NN → NNに拡張できる。

Proof: NNが (quasi-)Polish空間であるため、f をΠ0
2の定義域を

持つ部分連続関数 f ′に拡張できる。
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表現付き空間 (Represented spaces)

Definition
集合X と全射の部分関数 ρX :⊆ NN → X の対 (X , ρX)を 表現付
き空間という。

ρX をX の表現という。
ρX の定義域を dom(ρ)と書く。
p ∈ NNと x ∈ X に対し ρX(p) = xが成り立つとき、pを xの
ρX -名前または単に名前という。
(X , ρX)をX と略することもある。
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表現付き空間の例

0 := (∅, ∅)　（0の表現の定義域は空集合である）
1 := ({0}, λp.0)
2 := ({0, 1}, λp.if p(0) > 0 then 1 else 0)
S := ({⊥,>}, λp.if (∃n) p(n) > 0 then > else ⊥)

SΣ0
2
:=

({⊥,>}, λp.if (∃n0)(∀n ≥ n0) p(n) > 0 then > else ⊥)

N := (N, λp.p(0))
NN := (NN, λp.p)
R := (R, ρR)　（ρRはコーシー表現である）
P(N) := (P(N), λp.{n | (∃m).p(m) = n + 1})
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実現可能関数 (Realizable functions)

Definition
(X , ρX)と (Y , ρY )を表現付き空間とする。集合論的な関数
f : X → Y が実現可能であるとは、

q ∈ dom(ρX) ⇒ f (ρX(q)) = ρY (F(q))

を満たす連続関数 F :⊆ NN → NNが存在することである。

NN NN

X Y

ρX

F

ρY

f

(注: dom(F) ) dom(ρX)という場合もある。)

つまり、F は任意の x ∈ X の任意の ρX -名前を f (x) ∈ Y の
ρY -名前に変換する。
F は f を実現するという。
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計算可能関数 (Computable functions)

Definition
(X , ρX)と (Y , ρY )を表現付き空間とし、f : X → Y を実現可能
関数とする。f を実現する計算可能な F :⊆ NN → NNが存在する
とき、f が計算可能であるという。

NN NN

X Y

ρX

F (計算可能)

ρY

f
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多価関数 (Multi-valued functions)

集合 X から集合 Y の冪集合 P(Y )への関数 f : X → P(Y )を多価
関数と呼び、f : X ⇒ Y と表す。

例：
√

(·) : C ⇒ Cは多価関数である。

濃度の問題で一般の表現付き空間の冪集合を表現できないが、多
価関数の実現（計算）可能性を次のように定義できる。

Definition
(X , ρX)と (Y , ρY )を表現付き空間とする。集合論的な多価関係
f : X ⇒ Y が実現 (計算)可能であるとは、

q ∈ dom(ρX) ⇒ ρY (F(q)) ∈ f (ρX(q))

を満たす連続 (計算可能な)関数 F :⊆ NN → NNが存在することである。

注: 多価関係 f : X ⇒ Y と x ∈ X に対し、形式的に f (x)の値は集合と
して定義されているが、本講義では便宜のため f (x)を非決定的単価関
数の値として扱い、「f (x) > 0」を書いたりする。
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直和空間 (Coproduct space)

集合X とY の集合論的直和を
X + Y = {〈x, 0〉 | x ∈ X} ∪ {〈y, 1〉 | y ∈ Y }と定義する。

Definition
表現付き空間 (X , ρX)と (Y , ρY )の直和空間 (X + Y , ρX+Y )を
ρX+Y :⊆ NN → X + Y、

ρX+Y (p) =
{

〈ρX(λn.p(n + 1)), 0〉 p(0) = 0 のとき
〈ρY (λn.p(n + 1)), 1〉 p(0) 6= 0 のとき

として定義する。入射関数 ι0 : X → X + Y と ι1 : Y → X + Y を
ι0(x) = 〈x, 0〉、ι1(y) = 〈y, 1〉と定義する。

空の直和を 0と定義する。任意の表現付き空間X に対し、空
間数は 0からX への唯一の関数である。
従って、任意の有限個の表現付き空間に対し、その直和空間
が存在する。

可算個の表現付き空間の直和も存在するが、詳細は省略する。
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直和空間 (Coproduct space)

Lemma
入射関数 ι0 : X → X + Y と ι1 : Y → X + Y は計算可能である。

Proof:
F0 : NN → NNを

F0(p) = λn.if n = 0 then 0 else p(n − 1)
と定義する。F0(p)は出力テープに 0を書き込んでから pを
コピーするだけで計算できる。また、p ∈ dom(ρX)に対し

ρX+Y (F0(p)) = 〈ρX(λn.F0(p)(n + 1)), 0〉
= 〈ρX(λn.p(n)), 0〉
= 〈ρX(p), 0〉
= ι0(ρX(p))

が成り立つため、F0は ι0を実現する。
同様に、F1 = λp.λn.if n = 0 then 1 else p(n − 1) は計算可
能であり、ι1を実現する。
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直和空間 (Coproduct space)

直和空間は圏論的な意味での直和である。
Theorem
任意の表現付き空間Aと実現（計算）可能関数 f : X → Aと
g : Y → Aに対し f = (f , g) ◦ ι0かつ g = (f , g) ◦ ι1を満たす実現
（計算）可能関数 (f , g) : X + Y → Aがちょうど一つ存在する。

X X + Y Y

A

ι0

f
(f ,g)

ι1

g

Proof: (f , g)は (f , g)(ι0(x)) = f (x)かつ (f , g)(ι1(y)) = g(y)として一意
に決まる。F ,G :⊆ NN → NN がそれぞれ f と gを実現するとき、

H (p) =
{

F(λn.p(n + 1)) p(0) = 0 のとき
G(λn.p(n + 1)) p(0) 6= 0 のとき

と定義すれば、p ∈ dom(ρX+Y )に対し ρA(H (p)) = (f , g)(ρX+Y (p))が
成り立つため、(f , g)は実現（計算）可能である。
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対関数と射影関数

Definition
対関数 〈·, ·〉 : NN × NN → NNと射影関数 π0, π1 : NN → NNを次の
ように定義する。

〈p, q〉 := λn.
{

p(n
2 ) nが偶数のとき

q( (n−1)
2 ) nが奇数のとき

π0(p) := λn.p(2n)
π1(p) := λn.p(2n + 1)

π0(〈p, q〉) = pと π1(〈p, q〉) = qが成り立つ。
例:

〈000 · · · , 111 · · · 〉 = 010101 · · ·
π0(010101 · · · ) = 000 · · ·
π1(010101 · · · ) = 111 · · ·
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直積空間 (Product space)

集合X とY の集合論的直積をX × Y = {〈x, y〉 | x ∈ X & y ∈ Y }
と定義する。
Definition
表現付き空間 (X , ρX)と (Y , ρY )の直積空間 (X × Y , ρX×Y )を
ρX×Y :⊆ NN → X × Y、

ρX×Y (p) = 〈x, y〉 ⇐⇒ ρX(π0(p)) = x & ρY (π1(p)) = y.

として定義する。射影関数 π0 : X × Y → X と π1 : X × Y → Y
を π0(〈x, y〉) = x、π1(〈x, y〉) = yと定義する。

演習問題：射影関数が計算可能であることを示せ。
空積を 1と定義する。表現付き空間X から 1への唯一に存在
する関数を !X : X → 1と表す。
従って、任意の有限個の表現付き空間に対し、その直積空間
が存在する。

可算個の表現付き空間の直積も存在するが、詳細は省略する。
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直積空間 (Product space)

直積空間は圏論的な意味での直積である。

Theorem
任意の表現付き空間Aと実現（計算）可能関数 f : A → X と
g : A → Y に対し f = π0 ◦ 〈f , g〉かつ g = π1 ◦ 〈f , g〉を満たす実現
（計算）可能関数 〈f , g〉 : A → X × Y がちょうど一つ存在する。

A

X X × Y Y

〈f ,g〉f g

π0 π1

Proof: 演習問題
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NN上の部分連続関数の符号化（１）

τ が σの接頭辞であることを τ v σと表す。真の接頭辞の場
合は τ @ σと書くこともある。
〈·, ·〉 : N<N × N → Nを計算可能な全単射とする。

Definition
各 p ∈ NNに対し, 部分連続関数 η̄(p) :⊆ NN → NNを

η̄(p)(q)(n) = m ⇐⇒
(∃σ @ q)

[
p(〈σ,n〉) = m + 1&(∀τ @ σ) p(〈τ,n〉) = 0

]
と定義する。

(∀τ @ σ) p(〈τ,n〉) = 0の条件は η̄(p)(q)(n)の値が一意に決ま
るように必要である。
q ∈ dom(η̄(p)) ⇐⇒ (∀n) [η̄(p)(q)(n)が定義されている]。
評価関数 〈p, q〉 7→ η̄(p)(q)は計算可能である。
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NN上の部分連続関数の符号化（２）

Lemma
任意の部分連続 (計算可能)関数 g :⊆ NN × NN → NNに対し、
(∀p, q ∈ dom(g)) η̄(s(p))(q) = g(p, q) を満たす全域連続（計算可
能）関数 s : NN → NNが存在する。

Proof:
gを計算する（神託）チューリング機械M を固定する。
M (p, σ0N)が len(σ)計算ステップ以内に出力テープの n番目のマ
スにmを出力する場合に s(p)(〈σ,n〉) = m + 1と定義し、そうで
ない場合に s(p)(〈σ,n〉) = 0と定義する。

len(σ)計算ステップ以内にM の読み込みヘッドが入力 σ0N
の 0N の部分まで移動できないことに注意。

任意の p, q ∈ dom(g)に対し、η̄(s(p))(q)(n) = m
⇐⇒ (∃σ @ q) s(p)(〈σ,n〉) = m + 1
⇐⇒ M (p, q)が n番目のマスにmを出力
⇐⇒ g(p, q)(n) = m.
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関数空間 (Function space)

Definition
表現付き空間 (X , ρX)と (Y , ρY )の関数空間 (Y X , ρY X )を次のよ
うに定義する。

Y X はX からY への実現可能関数全体の集合である。
ρY X :⊆ NN → Y X は

ρY X (p) = f ⇐⇒ η̄(p)が f を実現する

NN NN

X Y

ρX

η̄(p)

ρY

f

と定義される。
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関数空間の例：SX

表現付き空間 (X , ρX)と S := ({⊥,>}, ρS)の関数空間 SX に
ついて考える。

ρS = λp.if (∃n) p(n) > 0 then > else ⊥
p ∈ NNと ϕ : X → Sに対し η̄(p)が ϕを実現する必要十分条
件は

(∀q ∈ dom(ρX)) [ϕ(ρX(q)) = ρS(η̄(p)(q))]

である。そして q ∈ dom(ρX)ならば

ρS(η̄(p)(q)) = > ⇐⇒ (∃n)η̄(p)(q)(n) > 0
⇐⇒ (∃n)(∃σ @ q) [p(〈σ,n〉) > 1]

となる。
従って、ρSX (p) = ϕの必要十分条件は、任意の x ∈ X に対し

ϕ(x) = > ⇐⇒ (∃〈σ,n〉) [x ∈ ρX(↑σ) ∧ p(〈σ,n〉) > 1]

が成り立つことである。
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関数空間 (Function space)

Theorem
1 〈f , x〉 7→ f (x)と定義される評価関数 ε : Y X × X → Y は計算
可能である。

2 f : A × X → Y が実現（計算）可能ならば a 7→ λx.f (a, x)と
定義される関数 λf : A → Y X は実現（計算）可能である。

Proof:
1 E : 〈p, q〉 7→ η̄(p)(q)が ε : Y X × X → Y を実現することを次
のように示せる。

ρY (E(〈p, q〉)) = ρY (η̄(p)(q))
= ρY X (p)(ρX(q))
= ε(〈ρY X (p), ρX(q)〉)
= ε(〈ρY X×X(〈p, q〉)).
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関数空間 (Function space)

Proof (続き):
2 F が f : A × X → Y を実現するとき、前の Lemmaより
η̄(s(p))(q) = F(p, q) を満たす全域連続 s : NN → NNが存在
するが、この sが λf : A → Y X を実現することを示す。
p ∈ dom(ρA)のとき、任意の q ∈ dom(ρX)に対し

λf (ρA(p))(ρX(q)) = f (ρA(p), ρX(q))
= ρY (F(p, q))
= ρY (η̄(s(p))(q))

より、η̄(s(p))が λf (ρA(p))を実現する。従って、
ρY X (s(p)) = λf (ρA(p))が成り立つ。p ∈ dom(ρA)が任意で
あったため、sが λf を実現する。
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関数空間 (Function space)

関数空間は圏論的な意味での指数対象である。

Theorem
任意の表現付き空間Aと実現（計算）可能関数 f : A × X → Y に
対し λf : A → Y X は f = ε ◦ (λf × 1X)を満たす唯一の実現（計
算）可能関数である。

Y X Y X × X Y

A A × X

ε

λf
fλf×1X

注：1X : X → X はX 上の恒等関数 1X = λx.x である。
f × g : A × B → X × Y は (f × g)(〈a, b〉) = 〈f (a), g(b)〉と定義さ
れる。
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単純型付きラムダ計算（+直積）

表現付き空間と実現（計算）可能関数はデカルト閉圏
(cartesian closed category)であるため、単純型付きラムダ計
算 (simply typed lambda calculus)の項を表現付き空間の間の
実現（計算）可能関数として解釈できる。

便宜のために直積型も導入するが、ここで他の型を扱わない。
今後、f (〈x, y〉)を f (x, y)と省略する。

次のスライドの型付け規則を用いて文脈のある型付きラムダ
項 Γ ` e : X を導出できる。

文脈 (context)Γは変数と型の対 x : X からなる有限列である。
空であるときは省略する。
Γ ` e : X は「文脈 Γにおけるラムダ項 eの型は X である」
の判断である。
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単純型付きラムダ計算（+直積）

型付け規則:

(x が X の変数である)
(1)

Γ, x : X ,∆ ` x : X
(cが X の定数である)

(2)
Γ ` c : X

Γ ` e1 : X Γ ` e2 : Y (3)
Γ ` 〈e1, e2〉 : X × Y

Γ ` e : X × Y (4)
Γ ` π0(e) : X

Γ ` e : X × Y (5)
Γ ` π1(e) : Y

Γ, x : X ` e : Y (6)
Γ ` (λx : X .e) : Y X

Γ ` e1 : Y X Γ ` e2 : X (7)
Γ ` e1(e2) : Y
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単純型付きラムダ計算（+直積）

型付きラムダ項の実現可能関数としての解釈:
各型X を定められた表現付き空間 [X ]と解釈する。空の文脈
を [∅] = 1とし、帰納的に [Γ, x : X ] = [Γ]× [X ]と定義する。
文脈 Γを持つ型付きラムダ項 e : X を次のように実現可能関
数 [Γ ` e : X ] : [Γ] → [X ]と解釈する。

1 [Γ, x : X ,∆ ` x : X ] := πX : [Γ]× [X ]× [∆] → [X ]
2 定数 c : 1 → [X ]に対し、[Γ ` c : X ] := c◦![Γ] : [Γ] → [X ]
3 [Γ ` 〈e1, e2〉 : X × Y ] := 〈[Γ ` e1 : X ], [Γ ` e2 : Y ]〉 :

[Γ] → [X ]× [Y ]
4 [Γ ` π0(e) : X ] := π0 ◦ [Γ ` e : X × Y ] : [Γ] → [X ]
5 [Γ ` π1(e) : Y ] := π1 ◦ [Γ ` e : X × Y ] : [Γ] → [Y ]
6 [Γ ` (λx : X .e) : Y X ] := λ[Γ, x : X ` e : Y ] : [Γ] → [Y ][X]

7 [Γ ` e1(e2) : Y ] := ε ◦ 〈[Γ ` e1 : Y X ], [Γ ` e2 : X ]〉 : [Γ] → [Y ]

eに現れる定数が全て計算可能であれば [Γ ` e : X ]が計算可
能である。
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応用例：連続関数の逆像

Definition
f : X → Y に対し、Sf : SY → SX を
Sf := λϕ : SY .λx : X .ϕ(f (x))と定義する。

型付けの導出 (及び解釈):

(変数 ϕ : SY )
(1)

ϕ : SY , x : X ` ϕ : SY

π0 : SY × X → SY

(定数 f : Y X )
(2)

ϕ : SY , x : X ` f : Y X

f◦! : SY × X → Y X

(変数 x : X)
(1)

ϕ : SY , x : X ` x : X
π1 : SY × X → X

(7)
ϕ : SY , x : X ` f (x) : Y

ε ◦ 〈f◦!, π1〉 : SY × X → Y
(7)

ϕ : SY , x : X ` ϕ(f (x)) : S

ε ◦ 〈π0, ε ◦ 〈f◦!, π1〉〉 : SY × X → S
(6)

ϕ : SY ` λx : X.ϕ(f (x)) : SX

λ(ε ◦ 〈π0, ε ◦ 〈f◦!, π1〉〉) : SY → SX
(6)

` λϕ : SY .λx : X.ϕ(f (x)) : (SX )(S
Y )

λ(λ(ε ◦ 〈π0, ε ◦ 〈f◦!, π1〉〉)) : 1 → (SX )(S
Y )
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応用例：連続関数の逆像

Definition
U ⊆ X に対し、x ∈ U ⇐⇒ χU (x) = >を満たす実現可能
χU : X → Sが存在すれば、U をX の開集合という。χU が計算可
能であれば、U を実効的開集合という。

注: このとき、χU をU の指示関数という。
演習問題: Nの実効的開集合と c.e.部分集合が一致する。

Theorem
f : X → Y が計算可能であれば、Y の任意の (実効的)開集合
U ⊆ Y の逆像 f −1(U )はX の (実効的)開集合である。

Proof: χU : Y → Sを U の指示関数とすれば、
x ∈ f −1(U ) ⇐⇒ f (x) ∈ U

⇐⇒ χU(f (x)) = >
⇐⇒ Sf (χU)(x) = >

が成り立つため、Sf (χU) : X → Sは f −1(U )の指示関数である。
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距離空間 (Metric space)

Definition
集合 X と関数 d : X × X → Rが次の条件を満たすとき (X , d)を距離空
間という。

d(x, y) ≥ 0

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

d(x, y) = d(y, x)

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

注: 今後、距離空間 (X , d)を開球 Br(x) := {y ∈ X | d(x, y) < r}
(x ∈ X , r > 0)から生成される位相を持つ位相空間とみなす。

Definition
位相空間 X の部分集合 D ⊆ X が稠密 (dense)であるとは、任意の空で
ない U ∈ O(X)に対し U ∩ D 6= ∅が成り立つことである。X の可算な
稠密部分集合が存在するとき、X が可分 (separable)であるという。
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計算可能距離空間 (Computable metric space)

Definition
可分距離空間 (X , d)と関数 α : N → X が

range(α) = {α(i) | i ∈ N} ⊆ X が稠密である
{〈i, j, `, u〉 ∈ N2 ×Q2 | ` < d(α(i), α(j)) < u}が c.e.である

を満たすとき、(X , d, α)を計算可能距離空間という。

例:
(R, d, α)、d(x, y) = |x − y|、αがQへの計算可能全射である。

(Rn, d, α)、d(~x,~y) =
√(∑n

i=1(xi − yi)2
)
、αがQn への計算

可能全射である。
(NN, d, α)、d(p, q) = 2−min{i∈N|p(i)6=q(i)} (min ∅ := ∞)、αが
{σ0N | σ ∈ N<N}への計算可能全射である。
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コーシー表現 (Cauchy representation)

次のように計算可能距離空間を表現付き空間とみなす。

Definition
計算可能距離空間 (X , d, α)のコーシー表現 ρX :⊆ NN → X を

p ∈ dom(ρX) ⇐⇒ (∀i) d(α(p(i)), α(p(i + 1))) < 2−i かつ
(∃x∞ ∈ X)α(p(i)) → x∞

ρX(p) := lim
i→∞

α(p(i))

と定義する。

注: 可分距離空間は計算可能ではなくても可算稠密部分集合を決
めたらコーシー表現を定義できる。
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計算可能位相空間 (Computable topological space)

Definition
位相空間X と関数 β : N → O(X)と c.e.集合W ⊆ N3が

range(β) = {β(i) | i ∈ N}がX の可算基底である
β(i) ∩ β(j) =

⋃
〈i,j,k〉∈W β(k)

を満たすとき、(X , β,W )を計算可能位相空間という。

注:「計算可能位相空間」の定義が定着しつつあるのでここで紹介する
が、X がほぼ任意であるため「計算可能」と呼ぶのは不適切であると後
ほど指摘する。
例: 〈·, ·〉 : N → Nを計算可能全単射とする。
(X , d, α)が計算可能距離空間であるとき、

β(〈i,n〉) = B2−n(α(i)),〈
〈i,n〉, 〈j,m〉, 〈k, s〉

〉
∈ W ⇐⇒

d(α(i), α(k)) < 2−n − 2−s かつ d(α(j), α(k)) < 2−m − 2−s

と定義すれば (X , β,W )が計算可能位相空間となる。
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標準表現 (Standard representation)

次のように計算可能位相空間を表現付き空間とみなす。

Definition
計算可能位相空間 (X , β,W )の標準表現 ρX :⊆ NN → X を

ρX(p) = x ⇐⇒ range(p) = {i ∈ N | x ∈ β(i)}

と定義する。

注: 第二可算空間が計算可能ではなくても可算基底を決めたら標
準表現を定義できる。
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イデアル空間

Definition
≺を N上の推移関係とする。I ⊆ Nが

I 6= ∅
a ≺ b ∈ I ⇒ a ∈ I
a, b ∈ I ⇒ (∃c ∈ I ) [a ≺ c & b ≺ c]

を満たすとき、I を (≺の) イデアルという。
≺のイデアル全体の集合を I(≺)と表す。I(≺)を開集合

[n]≺ = {I ∈ I(≺) | n ∈ I} (n ∈ N)

から生成される位相を持つ位相空間とみなす。

演習問題: [n]≺ (n ∈ N)が基底であることを確認せよ。
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Quasi-Polish空間

Definition
位相空間X がN上の推移関係≺のイデアル空間 I(≺)と同相
であるとき、X をQuasi-Polish空間という。
その上、≺が c.e.であり、且つX と I(≺)の同相関数が計算
可能であるとき、X を実効的Quasi-Polish空間という。
さらに、E≺ = {n ∈ N | [n]≺ 6= ∅}が c.e.であれば、X 実効
的オーバート実効的Quasi-Polish空間、または計算可能
Quasi-Polish空間という。

Quasi-Polish空間は完備準距離化可能第二可算空間と同値で
ある。
Quasi-Polish ⇐⇒ Completely Quasi-metrizable second countable
space
Quasi-Polish空間と実効的Quasi-Polish空間については [5],
[6],[9],[3],[15],[11],[14], [8], [10]などを参照。
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計算可能Quasi-Polish空間の例

N以外の可算集合を扱うときは自然数として適切に符号化されて
いると暗黙に仮定する。

1 例: N上の等号=からなるイデアル空間 I(=)は離散位相を
持つ Nと同相である。

2 例: N上の不等号≤を 2 = {0, 1}に制限した関係を≤2とす
れば、I(≤2)は Sと同相である。

3 例: Nの有限部分集合全体を Pfin(N)とし、⊆をその包含関
係とすれば、I(⊆)は Scott位相を持つ P(N)と同相である。

4 例: N<∞上の真の接頭辞関係を@とすれば、I(@)は NNと
同相である。

5 例: (X , d, α)を計算可能距離空間とし、

〈i,n〉 ≺d 〈j,m〉 ⇐⇒ d(α(i), α(j)) < 2−n − 2−m

とすれば、I(≺d)は (X , d)の距離完備化と同相である。
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基本的な結果

任意の第二可算空間をある quasi-Polish空間に埋め込みで
きる。
Polish空間と距離化可能 quasi-Polish空間は同値である。

従って、Rの部分空間 Qは quasi-Polish空間ではない。
X が quasi-Polish空間ならば、A ⊆ X が quasi-Polishである
ための必要十分条件はA ∈ Π0

2(X)である。
X とY が quasi-Polish空間で f : X → Y がボレル可測関数で
あれば、f が連続関数になるような、X 上のより細かい
quasi-Polish位相が存在する。
Quasi-Polish空間の圏は可算表示を持つ Localeの圏と圏同値
である。([13, 4]を参照。)

従って、Stone双対より Quasi-Polish空間を幾何的命題論理の
可算的理論とみなせる（開集合 ≈命題、点 ≈モデル）。
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完備計算可能位相空間

(X , β,W )が計算可能位相空間であれば、任意の埋め込み
e : Y ↪→ X に対し γ(i) = e−1(β(i))と定義すれば (Y , γ,W )
も計算可能位相空間となる。
従って、計算可能位相空間 (X , β,W )の唯一の実効的なパラ
メータW だけでX が一意に定まらない。
この問題を解決するために次の概念を導入する。

Definition
W ⊆ N3を c.e.集合とする。計算可能位相空間 (X , β,W )が完備
であるとは、任意の計算可能位相空間 (Y , γ,W )に対し

(∀i ∈ N) γ(i) = e−1(β(i))

を満たす計算可能な埋め込み e : Y ↪→ X がちょうど一つ存在する
ことである。

注: 明らかに、完備計算可能位相空間 (X , β,W )はW だけで（計
算可能同相を除いて）一意に定まる。
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完備計算可能位相空間の特徴付け

Theorem
完備計算可能位相空間は実効的 quasi-Polish空間と同値である。
具体的に、

≺が N上の c.e.推移関係であれば、
W = {〈a, b, c〉 | a ≺ c & b ≺ c}と定義すれば、
(I(≺), λn.[n]≺,W )が完備計算可能位相空間となる。
逆に、W ⊆ N3が c.e.であれば、
(X , λn.{x ∈ X | n ∈ x},W )が完備計算可能位相空間となる
実効的 quasi-Polish空間X ⊆ P(N)が存在する。

Proof: [8]を参照。
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「計算可能位相空間」の定義について

上の定理の系として、計算可能位相空間を c.e.推移関係≺と
部分集合X ⊆ I(≺)の対 (≺,X)として定義しても、従来の定
義と計算論的に同値になる。
X ⊆ I(≺)が任意であるため、「計算可能」という呼び方は誤
解を招く。

例えば、非同相な計算可能位相空間は 22ℵ0 も存在するが、
チューリング機械は可算個しかない。

一方、I(≺)は c.e.推移関係≺だけで一意に定まり、「計算可
能位相空間」と呼ぶのは相応しい。

I(≺)の（実効的）部分空間やその性質については（実効的）
記述集合論で研究されている。

その上、Quasi-Polish空間（特にイデアル空間としての特徴
付け）は Locale理論や Formal Topologyと相性が良い
([13, 4]を参照)。

Quasi-Polishでない空間の場合は古典的位相空間論と Locale
理論の違いが目立つ。例えば、(Q,+)は (R,+)の部分位相群
であるが、部分 Locale群ではない。
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許容的表現 (Admissible representations)

Definition (M. Schröder [18])
X を位相空間とし、ρX :⊆ NN → X を部分連続関数とする。任意
の部分連続関数 f :⊆ NN → X に対し、f = ρX ◦ F となる部分連
続関数 F :⊆ NN → NNが必ず存在するとき、ρX をX の許容的表
現と呼び、(X , ρX)を許容的表現付き空間 (admissibly represented
space)という。

NN NN

X
f

F

ρX

演習問題:(X , ρX)を許容的表現付き空間とする。任意の Y ⊆ X に対し、

ρY (p) = ρX(p) ⇐⇒ ρX(p) ∈ Y

と定義する ρY :⊆ NN → Y が Y の許容的表現であることを示せ。
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許容的表現の例

Theorem
N上の推移関係≺に対し、

ρ≺(p) = I ⇐⇒ I = {p(i) | i ∈ N} ∈ I(≺)

と定義される ρ≺ :⊆ NN → I(≺)は I(≺)の許容的表現である。

Proof:　 f :⊆ NN → I(≺)を部分連続関数とする。全単射
〈·, ·〉 : N<N × N → Nを固定する。

D = {〈σ,n〉 ∈ N<N × N | ↑σ ∩ dom(f ) ⊆ f −1([n]≺)}

G(p)(〈σ,n〉) =

{
n + 1 〈σ,n〉 ∈ D かつ σ @ pのとき
0 そうでないとき

F(p)(0) = G(p)(min{m | G(p)(m) > 0})− 1

F(p)(n + 1) =

{
G(p)(n)− 1 G(p)(n) > 0のとき
F(p)(0) そうでないとき

と定義すれば、f = ρ≺ ◦ F が成り立つ。
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許容的表現の例

Corollary
X が第二可算空間ならばX の許容的表現が存在する。

演習問題: Rのコーシー表現はユークリッド位相において許容的
であることをしめせ。
注: SNN は許容的表現を持つが、第二可算ではない。

Theorem
X が第二可算空間ならば、X が quasi-Polish空間であることとX
が dom(ρX) ∈ Π0

2(NN)を満たす許容的表現 ρX : NN → X を持つ
ことが同値である。

演習問題: dom(ρ≺) ∈ Π0
2(NN)を示せ。

注:X が空でない quasi-Polish空間ならば、X の全域許容的表現
ρX : NN → X が存在する。
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例: SI(≺)

関数空間 SX の表現が ρSX (p) = ϕとなる必要十分条件が、任
意の x ∈ X に対し、

ϕ(x) = > ⇐⇒ (∃〈σ,n〉) [x ∈ ρX(↑σ) ∧ p(〈σ,n〉) > 1]

と示した。
X = I(≺)の場合 ρ≺(↑σ) =

⋂
k∈range(σ)[k]≺が開集合である

ため、[σ]≺ :=
⋂

k∈range(σ)[k]≺とすれば、

ρSI(≺)(p) =
⋃

{[σ]≺ | (∃n) p(〈σ,n〉) > 1}

は常に開集合である。従って、ρSI(≺) は全域関数である。
ϕの ρSI(≺) -名前は ϕを被覆する開基の元の列である。

e : Y ↪→ I(≺)が部分空間の埋め込みであれば、
ρSY = Se ◦ ρ≺が許容的表現となる。従って、ρSY が全域関数
であり、ρSY -名前を開基の元による被覆とみなせる。
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収束点列 (Converging sequence)

Definition
位相空間X の点列 (xi)i∈Nと x∞ ∈ X が任意のU ∈ O(X)

x∞ ∈ U ⇒ (∃n)(∀i ≥ n) xi ∈ U

を満たすとき、(xi)i∈Nが x∞に収束する、または x∞が (xi)i∈Nの
極限点であるといい、xi → x と書く。

(∃n ∈ N)(∀i ≥ n) [· · · ]を (∀∞i ) [· · · ]と省略する。
例: Rの点列 ( 1

i+1)i∈Nが 0に収束する。
例: Sの任意の点列が⊥に収束する。
例: Sの点列 (xi)i∈Nが>に収束するための必要十分条件は
(∀∞i ) xi = >が成り立つことである。

従って、非ハウスドルフ空間内の点列が複数の点に収束する
ことがある。
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点列連続関数 (Sequentially continuous functions)

Definition
X とY を位相空間とする。関数 f : X → Y が、X の任意の収束
点列 xi → x∞に対し f (xi) → f (x∞)が成り立つとき、f を点列連
続という。

演習問題: 連続関数は点列連続であることを示せ。

Lemma
X が第二可算であるとき、f : X → Y が点列連続ならば f が連続
である。

Proof:f が連続ではないとすると、f −1(U ) 6∈ O(X)となる
U ∈ O(Y )が存在する。よって、xの任意の近傍が f −1(U )に含ま
れない x ∈ f −1(U )が存在する。(Bk)k∈Nを x の可算近傍基とし、
xi ∈

(⋂
k≤i Bk

)
\ f −1(U )を選べば、xi → x かつ f (xi) 6→ f (x)と

なるため、f が点列連続ではない。
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許容的表現付き空間の基本定理 (1)

Theorem
(X , ρX)と (Y , ρY )を許容的表現付き空間
とする。集合論的な関数 f : X → Y が実現
可能となるための必要十分条件は、f が点
列連続であることである。

NN NN

X Y

ρX

F

ρY

f

Proof:
f が点列連続ならば f ◦ ρX :⊆ NN → Y が連続となるため、ρY の
許容性より f ◦ ρX = ρY ◦ F となる部分連続関数 F が存在する。
F が f を実現するとし、xi → x∞ を X の収束点列とする。
g(1i0N) = xi, g(1N) = x∞ と定義される g :⊆ NN → X が連続であ
るため、ρX の許容性より g = ρX ◦ G を満たす連続
G :⊆ NN → NN が存在する。連続性より ρY (F(G(1i0N)))が
ρY (F(G(1N)))に収束する。そして、

ρY (F(G(1i0N))) = f (ρX(G(1i0N))) = f (g(1i0N)) = f (xi)

より、f (xi) → f (x∞)が成り立つ。
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列型空間 (Sequential spaces)

Definition
X を位相空間とし、U ⊆ X とする。任意の収束点列 xi → x∞ ∈ U に対
し (∀∞i ) xi ∈ U が成り立つとき、U を列開集合 (sequentially open set)
という。

開集合は明らかに列開集合である。
Definition
X の全ての列開集合が開集合であるとき X を列型空間という。

演習問題:第二可算空間は列型空間であることを示せ。
Lemma
X と Y を列型空間とする。f : X → Y が点列連続であれば f が連続で
ある。

Proof: U ⊆ Y を列開集合とする。X 内の収束点列 xi → x∞ が
x∞ ∈ f −1(U )を満たすとき、f の点列連続性より f (xi) → f (x∞) ∈ U と
なるため、(∀∞i ) xi ∈ f −1(U )が成り立つ。従って、f −1(U )は列開集合
である。
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許容的表現付き空間の基本定理 (2)

列型空間では点列連続性と連続性が一致するため、次が成り立つ。

Theorem
(X , ρX)と (Y , ρY )を許容的表現付き列型
空間とする。集合論的な関数 f : X → Y が
実現可能となるための必要十分条件は、f が
連続であることである。

NN NN

X Y

ρX

F

ρY

f
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許容的表現を持つ空間の特徴付け

Definition
B ⊆ P(X)を位相空間X の部分集合の集合とする。任意の
U ∈ O(X)と x∞ ∈ U に収束する点列 (xi)i∈Nに対し、

x∞ ∈ B ⊆ U かつ (∀∞i ) xn ∈ B

を満たす B ∈ Bが必ず存在するとき、BをX の擬基底
(pseudobase)という。さらに、Bが可算集合であれば、BをX の
可算擬基底 (countable pseudobase)という。

注: 基底は明らかに擬基底である。

Theorem
位相空間X が許容的表現を持つための必要十分条件はX が可算
擬基底を持つことである。

Proof: (X , ρX)が許容的表現付き空間ならば、B := {ρX(↑σ) | σ ∈ N<N}
が X の可算擬基底となる。逆の証明については [18]を参照。
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直積空間の許容的表現

Lemma
X × Y 上の直積位相では、〈xi , yi〉 → 〈x∞, y∞〉となる必要十分条
件は xi → x∞かつ yi → y∞が成り立つことである。

Proof: 演習問題

Theorem
(X , ρX)と (Y , ρY )を許容的表現付き空間ばらば、
(X × Y , ρX×Y )は直積位相において許容的表現付き空間である。

Proof: dom(ρX×Y )内の収束点列 pi → p∞ に対し、ρX と ρY と射影関
数の連続性より ρX(π0(pi)) → ρX(π0(p∞))かつ
ρY (π1(pi)) → ρY (π1(p∞))となるため、上記の Lemmaと ρX×Y の定義
より ρX×Y (pi) → ρX×Y (p∞)となる。従って、ρX×Y は連続である。

次に、f :⊆ NN → X × Y が連続であれば、ρX と ρY の許容性より
π0 ◦ f = ρX ◦F0かつ π1 ◦ f = ρX ◦F1を満たす連続 F0,F1 :⊆ NN → NN

が存在する。F(p) = 〈F0(p),F1(p)〉と定義すれば、f = ρX×Y ◦ F が成
り立つ。従って、ρX×Y は許容的表現である。
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収束列開位相 (convergent sequence - open topology)

Definition
X の収束点列 xi → x∞とU ∈ O(Y )に対し、

[(xi)i≤∞;U ] = {f ∈ Y X | (∀i ≤ ∞) f (xi) ∈ U}

と定義する。Y X 上に [(xi)i≤∞;U ]　（xi → x∞、U ∈ O(Y )）の
開集合から生成される位相を収束列開位相という。
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収束列開位相

Lemma
Y X 上の収束列位相では、fi → f∞ となる必要十分条件は、X の任意の
収束点列 xi → x∞ に対し fi(xi) → f∞(x∞)が成り立つことである。

Proof:

fi → f∞ かつ xi → x∞ とし、f∞(x∞) ∈ U ∈ O(Y )とする。
(∀∞i ) f∞(xi) ∈ U であるため、ある n ∈ Nに対し
f∞ ∈ [(xi)n≤i≤∞;U ]となり、(∀∞i ) fi ∈ [(xi)n≤i≤∞;U ]が成り立
つ。従って、(∀∞i ) fi(xi) ∈ U が成り立つ。U が任意であったため
fi(xi) → f∞(x∞)が示された。

逆に、「xi → x∞ ならば fi(xi) → f∞(x∞)」が成り立つと仮定し、
f∞ ∈ [(zi)i≤∞;U ]とする。fi(z∞) → f∞(z∞) ∈ U が成り立つため、
一般性を失わずに (∀i) fi(z∞) ∈ U と仮定してよい。従って、
(∀∞k ) fi(zk) ∈ U となり、g(i) = max{k ∈ N | fi(zk) 6∈ U}
(max ∅ := 0)として g : N → Nを定義できる。
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収束列開位相
Proof (続き):

gの値域 range(g)が無限であれば、g(h(n)) < g(h(n + 1))を満た
す真に増加する h : N → Nが存在するが、

yi :=

{
zg(i) i ∈ range(h)のとき
z∞ そうでないとき

と定義すれば、yi → z∞ ∈ U であるが (∃∞i ) fi(yi) 6∈ U より矛盾と
なる。

従って、gの値域は有限である。m := max(range(g)) + 1とする。
k ≥ mならば (∀i ∈ N) [fi(zk) ∈ U ]が成り立つ。また、k ≤ mに対
し fi(zk) → f∞(zk) ∈ U より (∀i ≥ nk) fi(zk) ∈ U となる nk ∈ Nが
存在する。n := max{nk | k ≤ m}+ 1とすれば、
(∀i ≥ n)(∀k ∈ N) fi(zk) ∈ U となり、(∀∞i ) fi ∈ [(zi)i≤∞;U ]が成り
立つ。
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関数空間の許容的表現

Theorem
(X , ρX)と (Y , ρY )を許容的表現付き空間ばらば、(Y X , ρY X )は
収束列開位相において許容的表現付き空間である。

Proof: pi → p∞ を dom(ρY X )内の収束点列とし、X 内の収束点列
xi → x∞ を固定する。許容的表現付き空間の基本定理の証明のように、
ρX(qi) = xi (i ≤ ∞)を満たす収束点列 qi → q∞ が存在する。η̄の連続
性より η̄(pi)(qi) → η̄(p∞)(q∞)となる。よって、ρX×Y の定義と ρY の
連続性より fi(xi) → f∞(x∞)が成り立つ。従って、ρX×Y は連続である。

次に、g :⊆ NN → Y X が連続であるとする。A = dom(g)とすれば、
h : A × X → Y、〈a, x〉 7→ g(a)(x)が連続となる（演習問題:hの点列連
続性を確認せよ）。ρY の許容性より ρY (H (a, p)) = h(a, ρX(p))
(a ∈ A, p ∈ dom(ρX))を満たす連続 H :⊆ NN × NN → NN が存在する。
よって、η̄(s(a))(p) = H (a, p)を満たす全域連続 s : NN → NN が存在す
る。p ∈ domρX に対し

ρY (η̄(s(a))(p)) = ρY (H (a, p)) = h(a, ρX(p)) = g(a)(ρX(p))

より、ρY X (s(a)) = g(a)となる。従って、ρY X は許容的表現である。
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列型化 (Sequentialization)

Definition
位相空間X の列型化 seq(X)は次のように定義される。

seq(X)はX と同じ点を持つ。
O(seq(X)) := {U ⊆ X | U が列開集合である}

演習問題: 上に定義したO(seq(X))は位相であることを確認せよ。
演習問題: X と seq(X)は同じ収束関係 xi → x∞を持つことを
示せ。

Lemma
ρX :⊆ NN → X が許容的表現であれば、ρX を seq(X)の表現とし
てみなせば ρX :⊆ NN → seq(X)が許容的表現である。

Proof: seq(X)からX への恒等関数は連続であり、そしてX から
seq(X)への恒等関数は点列連続である。
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商空間 (Quotient space)

Lemma
ρX :⊆ NN → X が許容的表現であれば、U ∈ seq(X) ⇐⇒
ρ−1

X (U ) ∈ O(dom(ρX))が成り立つ。

Proof:
U ⊆ X が点列開集合ならば、ρX の連続性より ρ−1

X (U )も点列開集
合であることを簡単に示せる。dom(ρX)が第二可算であるため
ρ−1

X (U )が開集合である。
逆に、ρ−1

X (U )が開集合であるとする。xi → x∞ ∈ U ならば、
g(1i0N) = xi, g(1N) = x∞ と定義される g :⊆ NN → X が連続であ
るため、ρX の許容性より g = ρX ◦ G を満たす連続
G :⊆ NN → NN が存在する。G(1N) ∈ ρ−1

X (U )より
(∀∞i )G(1i0N) ∈ ρ−1

X (U )となるため、(∀∞i ) xi ∈ U が成り立つ。
従って、U は点列開集合である。

Definition
位相空間 X が Y の商空間であるとは、U ∈ O(X) ⇐⇒
f −1(U ) ∈ O(Y )を満たす全射 f : Y → X が存在することである。
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QCB0空間 (T0 Quotient of Countably Based space)

Definition
位相空間 X が QCB0 空間であるとは、X がある第二可算空間の商空間
であり、かつ X が T0 分離公理を満たすことである。

Theorem
次が同値である。

1 X が許容的表現を持つ空間の列型化である
2 X が許容的表現を持つ列型空間である
3 X が可算擬基底を持つ列型空間である
4 X が QCB0 空間である

Proof: (1 ⇒ 2) 2つ前の Lemmaより、許容的表現を持つ空間の列型化
は許容的表現を持つ。(2 ⇒ 1)は自明である。(2 ⇐⇒ 3)は許容的表現
を持つ空間の特徴付け定理で示した。(2 ⇒ 4)X が列型空間で
ρX :⊆ NN → X が許容的表現ならば、前の Lemmaより X = seq(X)が
dom(ρX)の商空間である。(4 ⇒ 2)については [17]を参照。
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点列コンパクト集合

Definition
位相空間X の部分集合K が点列コンパクトであるとは、K の任
意の点列 (xi)i∈NがK 内の点に収束する部分列を含むことである。

一般にはコンパクト性と点列コンパクト性は比較不可能である
が、列型空間の場合に一致することをこれから示す。

Lemma
列型空間X の点列 (xi)i∈Nが収束する部分列を含まないとき、
A =

⋃
i∈N ↓xi が閉集合である。

Proof: (∀n ∈ N) yn ∈ Aかつ yn → y∞ならば y∞ ∈ Aを示せばよ
い。f : N → Nを f (n) = min{i ∈ N | yn ≤ xi}とすれば、
U ∈ O(X)ならば yn ∈ U ⇒ xf (n) ∈ U より、xf (n) → y∞となる。
(xi)i∈Nが収束する部分列を含まないため、(∀∞n ) f (n) = i を満た
す i ∈ Nが存在する。従って、y∞ ∈ ↓xi ⊆ Aが成り立つ。

98 / 148



列型空間のコンパクト集合は点列コンパクトである

Lemma
列型空間X のコンパクト集合K は点列コンパクトである。

Proof:
矛盾を導くためにK の点列 (xi)i∈Nは収束する部分列を含ま
ないと仮定する。
x ∈ K に対しDx = {i ∈ N | x ≤ xi}とする。Dx が無限であ
れば (xi)i∈Dx → x となり、仮定と矛盾する。従って、Dx の
有限性と前の Lemmaより、

Ux := X \
⋃

i∈Dx

↓xi

は高々有限個の xi を含む x の開近傍である。
K のコンパクト性より、K ⊆

⋃
x∈F Ux を満たす有限 F ⊆ K

が存在するが、これはUx が高々有限個の xi しか含まないこ
とと矛盾する。従って、(xi)i∈Nは収束する部分列を
含む。
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収束列開位相とコンパクト開位相

Theorem
X とY がQCB0空間ならば、Y X 上の収束列開位相とコンパク
ト開位相が一致する。

Proof:
xi → x∞ならば {xi}i≤∞がコンパクト集合となるため、収束
列開位相はコンパクト開位相に含まれる。
逆に、K ⊆ X をコンパクト集合とし、U ∈ O(X)とする。
[K ;U ]が開ではないとすれば、f∞ ∈ [K ;U ]かつ
(∀i)fi 6∈ [K ;U ]を満たすY X 内の収束点列 fi → f∞が存在す
る。f (xi) 6∈ U となる xi ∈ K を選べば、K の点列コンパクト
性より (xi)i∈NはK 内に収束する部分列を含む。一般性を失
わずに xi → x∞ ∈ K とする。そのとき、f (x∞) ∈ U かつ
(∀i) fi(xi) 6∈ U となるが、fi → f∞と矛盾する。従って、
[K ;U ]はY X 上の収束列開位相の開集合である。
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QCB0空間からなる圏

Corollary
許容的表現を持つ位相空間と実現可能関数からなる圏と、QCB0
空間と連続関数からなる圏は圏同値である。

Corollary
QCB0空間と連続関数はデカルト閉圏をなす。特に、QCB0空間
X とY に対し、X × Y の位相は直積位相の列型化であり、Y X

の位相はコンパクト開位相の列型化である。

注: さらに、QCB0空間は可算極限と可算余極限に閉じているが、
詳細を省略する。
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離散空間（Discrete spaces）

Definition
等号 (=): X × X → Sが実現（計算可能）であるとき、X を（実
効的）離散空間と呼ぶ。

この定義の妥当性を確認しよう。
X が上記の意味で離散空間であれば、各 x ∈ X に対し
(λy.x = y) : X → Sは一点集合 {x}の指示関数であるため、
{x}は開集合である。従って、X は古典的な意味で離散空間
である。
逆に、X がQCB0空間で古典的な意味で離散ならばX × X
も古典的な意味で離散空間である。従って、(=): X ×X → S
が自明的に連続であり、X が上記の意味で離散空間である。
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離散空間（Discrete spaces）

X が離散空間であっても実効的離散になるとは限らない。
例: ρH : NN → 2を ρH(p) = 1 ⇐⇒「p(0)番目のチューリン
グ機械が入力 p(0)に対し停止する」と定義すれば、(2, ρH)は
離散空間であるが実効的離散ではない。

Lemma
X とY が（実効的）離散空間ならばX × Y は（実効的）離散空
間である。

(注:NNのように関数空間および無限直積は離散性を保たない。)
Proof: 〈x0, y0〉 = 〈x1, y1〉 := (x0 = x1) ∧ (y0 = y1)と定義する。
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ハウスドルフ空間 (Hausdorff spaces)

Definition
非等号 (6=): X × X → Sが実現（計算可能）であるとき、X を
（実効的）ハウスドルフ空間と呼ぶ。

この定義の妥当性を確認しよう。
X が古典的な意味でハウスドルフ空間であれば、X ×X の対
角線が閉集合になるため ( 6=): X × X → Sが連続となり、X
は上記の意味でハウスドルフ空間である。
逆に、X が第二可算空間で上記の意味でハウスドルフであれ
ば、X ×X の対角線が閉集合であり、またX ×X は古典的直
積位相を持つため、X は古典的な意味でハウスドルフである。
しかし、X がQCB0空間で上記の意味でハウスドルフであっ
ても、古典的な意味でハウスドルフ空間であるとは限らな
い。これはQCB0空間の直積位相が古典的な直積位相より細
かいときに起こり得る。

(M. Schröder) Qの一点コンパクト化は上記の意味でハウスド
ルフであるが、古典的な意味でハウスドルフではない。
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ハウスドルフ空間 (Hausdorff spaces)

上記の意味のハウスドルフ性は古典的な意味での点列ハウス
ドルフ性 (Sequential Hausdorffness、収束点列の極限点が
ちょうど１つあること)と一致する：

X が上記の意味でハウスドルフであるとし、xi → x かつ
xi → y とすれば、(xi 6= xi) → ⊥が成り立つため、実現可能
関数の点列連続性より (x 6= y) = ⊥、つまり、x = yが成り立
ち、X は点列ハウスドルフである。
逆に、X を点列ハウスドルフ空間で xi → x かつ yi → y とす
る。(x 6= y) = ⊥ならば (xi 6= yi) → (x 6= y)は自明に成り立
つため (x 6= y) = >と仮定してよい。矛盾を導くために
(xi 6= yi) 6→ >と仮定する。そうであれば、(xi 6= yi) = ⊥、つ
まり (xi = yi)、となる i ∈ Nが無限個も存在しなければなら
ない。その共通部分列を zi とすれば、zi → x かつ zi → y が
成り立つが、それは X の点列ハウスドルフ性と矛盾する。
従って、(6=)は点列連続であるため実現可能である。

本講義では第二可算空間に注目するので問題は起こりません
が、M. Schröderが指摘したように一般には古典的な定義と
定理とずれることがある。
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ハウスドルフ空間 (Hausdorff spaces)

X が実効的離散空間であっても実効的ハウスドルフになるとは限
らない。

例: 有限表示群は、二つの元が等しければ群の表示から導出
できるので実効的離散であるが、一般に二つの元が異なるこ
とを判定できないため実効的ハウスドルフではない。

Theorem
X とY が（実効的）ハウスドルフ空間ならばX × Y は（実効的）
ハウスドルフ空間である。

Proof: 〈x0, y0〉 6= 〈x1, y1〉 := (x0 6= x1) ∨ (y0 6= y1)と定義する。
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SXの位相
シェルピンスキー空間 (Sierpinski space) S = {⊥,>}は順序⊥ ≤ >にお
ける Scott-位相を持つ。
Lemma
X が QCB0 空間ならば、SX の位相は Scott-位相と一致する。

Proof: [19]を参照。
従って、X が QCB0 空間であるとき、SX は O(X)に Scott-位相を備え
た空間と同相である。
Lemma
X が Quasi-Polish空間ならば、SX 上の Scott-位相とコンパクト開位相
は一致する。

Proof: [9]を参照。

Conjecture
「任意の第二可算空間 X に対し SX 上の Scott-位相とコンパクト開位相
が一致するならば X が quasi-Polish空間である」は ZF+DCと独立であ
る。(この予想を支える結果として [7]を参照。)

111 / 148



SXの束構造

ϕ ≤ ψ ⇐⇒ (∀x) [ϕ(x) ≤ ψ(s)]により SX を半順序集合とみなせ
る。また、Sの有界束構造も次のように SX に拡張される。

>SX := λx.>
ϕ ∧SX ψ := λx.ϕ(x) ∧ ψ(x)
⊥SX := λx.⊥
ϕ ∨SX ψ := λx.ϕ(x) ∨ ψ(x)

eX : S → SX を eX(t) = λx : X .t と定義する。
つまり eX(>) = >X かつ eX(⊥) = ⊥X が成り立つ。
同型 S ∼= S1 を用いれば eX を S!X : S1 → SX として定義する
こともできる。

eX は Sから SX への唯一の有界束準同型である。
注: SX はフレーム構造もある。つまり、ϕi ∈ SX (i ∈ I )に対し、∨

i∈I ϕi := λx.(∃i ∈ I ) [ϕi(x) = >]が (ϕi)i∈I の結びであり、そし
て任意の結びと有限交わりに対する分配法則が成り立つ。古典的
位相空間論と比較するときにフレーム構造が重要となるが、多く
の場合は Scott連続性より無限結びを有限結びと置き換えることが
できる。従って、ここでは有界束の構造に注目し、フレーム構造に
ついては最後ら辺の講義で少しだけ言及する。
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SXの束構造

f : X → Y に対し Sf = λϕ.λx.ϕ(f (x))と定義する。

Lemma
f : X → Y ならば Sf : SY → SX は有界束準同型である。

Proof:
Sf (>SY ) = (λϕ.λx.ϕ(f (x)))(>SY ) = λx.>SY (f (x)) = λx.> =
>SX

Sf (ϕ ∧SY ψ) = λx.(ϕ ∧SY ψ)(f (x)) = λx.ϕ(f (x)) ∧ ψ(f (x)) =
λx.Sf (ϕ)(x) ∧ Sf (ψ)(x) = Sf (ϕ) ∧SX Sf (ψ)
同様に Sf が有限結びを保つことを示せる。

特に、x : 1 → X ならば Sx : SX → S1は有界束準同型である。
Sx(ϕ)(0) = > ⇐⇒ ϕ(x(0)) = >に注意。

このように、x ∈ X は有界束準同型 λϕ.ϕ(x) ∈ SSX を定める。
逆に、X がある完備性を持っていれば、SSX 内の有界束準同
型は必ずある x ∈ X に対応していることを次に示す。
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有界束準同型

Lemma
X が quasi-Polish空間であれば、

TheX(Φ) = x ⇐⇒ Φ(ϕ) = λϕ.ϕ(x)
Φ ∈ dom(TheX) ⇐⇒ Φ が有界束準同型である

と定義される関数 TheX :⊆ SSX → X は計算可能である。

Proof: X ∼= I(≺)となる N上の推移関係 ≺を固定し、有界束準同型
Φ ∈ SSX に対し

TheX(Φ) = {n ∈ N | Φ([n]≺) = >}

と定義する。Φが有限結びを保つ Scott連続関数であるため、

Φ(ϕ) = > ⇐⇒ (∃n ∈ N) [[n]≺ ⊆ ϕ&Φ([n]≺) = >]

⇐⇒ (∃n ∈ N) [[n]≺ ⊆ ϕ&n ∈ TheX(Φ)]

が成り立つ。よって、TheX(Φ) ∈ I(≺)を示せれば
(∀ϕ ∈ SX)Φ(ϕ) = ϕ(TheX(Φ))が成り立ち、Lemmaの証明は完了する。

114 / 148



Proof (続き): 実際に TheX(Φ) ∈ I(≺)を示す。
Φ(>X) = >より TheX(Φ) 6= ∅が成り立つ。
a ≺ b ⇒ [a]≺ ⊇ [b]≺と Φの単調性より a ≺ b ∈ TheX(Φ)な
らば a ∈ TheX(Φ)が成り立つ。
a, b ∈ TheX(Φ)とする。S = {c ∈ N | a ≺ c & b ≺ c}とすれ
ば、[a]≺ ∩ [b]≺ =

⋃
c∈S [c]≺が成り立つ。Φが有限交わりを保

つため Φ(
⋃

c∈S [c]≺) = >となり、そして有限結びを保つこ
とと Scott連続性より Φ([c]≺) = >を満たす c ∈ S が存在す
る。この cは c ∈ TheX(Φ)かつ a ≺ c & b ≺ cを満たす。

従って、TheX(Φ) ∈ I(≺)が成り立つ。
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コンパクト集合 (Compact sets)

Definition
K ⊆ X に対し、∀K (ϕ) = > ⇐⇒ (∀x ∈ K) [ϕ(x) = >]と定義さ
れる関数 ∀K : SX → Sが実現可能ならば、K をコンパクトとい
う。∀K が計算可能ならば、K を実効的コンパクトという。

この定義の妥当性を確認しよう。
K ⊆ X が上記の意味でコンパクトであるとする。(ϕi)i∈I が
K の被覆であるとする（つまり、
x ∈ K ⇒ (∃i ∈ I ) [ϕi(x) = >]が成り立つ）。
∀K (

∨
i∈I ϕi) = >となるため、Scott連続性より

∀K (
∨

i∈F ϕi) = >を満たす有限 F ⊆ I が存在する。従って、
(ϕi)i∈F はK の有限部分被覆であり、K は古典的な意味とし
てコンパクトである。
逆に、X がQCB0空間でK ⊆ X が古典的な意味でコンパク
トであれば、∀K : SX → Sが Scott連続であるため実現可能
である。
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コンパクト集合 (Compact sets)

Theorem

1 K0 ⊆ X と K1 ⊆ Y が (実効的)コンパクトならば
K0 × K1 ⊆ X × Y は (実効的)コンパクトである。

2 f : X → Y が実現（計算）可能かつ K ⊆ X が（実効的）コンパク
トならば K の像 f (K)が（実効的）コンパクトである。

3 K ⊆ X が (実効的)コンパクトかつ U ⊆ X が (実効的)開集合であ
れば、差集合 K \ U は (実効的)コンパクトである。

4 X が (実効的)Hausdorffかつ K ⊆ X が (実効的)コンパクトであれ
ば X \ K は (実効的)開集合である。

Proof:
1 ∀K0×K1(ϕ) = ∀K0(λx.∀K1(λy.ϕ(x, y)))と定義する。
2 ∀f (K)(ϕ) = ∀K(λx.ϕ(f (x)))と定義する。
3 ∀K\U(ϕ) = ∀K(λx.ϕ(x) ∨ x ∈ U )と定義する。
4 χX\K : X → Sを χX\K(x) = ∀K(λy.x 6= y)と定義する。
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コンパクト空間

X 全体が（実行的）コンパクト集合であれば、X を（実行的）コ
ンパクト空間という。

Theorem
X が（実行的）コンパクト空間になるための必要十分条件は
eX : S → SX が実現（計算）可能な右半髄を持つことである。

Proof: Φ: SX → Sが eX の右半髄であるとは、任意の t ∈ Sと ϕ ∈ SX

に対し
eX(t) ≤ ϕ ⇐⇒ t ≤ Φ(ϕ)

が成り立つことである。SX 上の半順序 ≤と eX の定義より eX(t) ≤ ϕ
と (∀x ∈ X) [t ≤ ϕ(x)]が同値であるため、上の条件を

(∀x ∈ X) [t ≤ ϕ(x)] ⇐⇒ t ≤ Φ(ϕ)

と表せる。これは t = ⊥のときは自明に成り立つが、t = >のときは
Φ = ∀X と同値な条件である。
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コンパクト集合と交わり半束準同型

Theorem
K ⊆ X がコンパクトならば ∀K : SX → Sは有限交わりを保つ。

Proof:
(∀x ∈ K) [>SX (x) = >]が成り立つため、∀K(>SX ) = >。
∀K(ϕ ∧SX ψ) = > ⇐⇒ (∀x ∈ K) [ϕ(x) ∧ ψ(x) = >]

⇐⇒ (∀x ∈ K) [ϕ(x) = > 且つ ψ(x) = >]

⇐⇒ (∀x ∈ K) [ϕ(x) = >] 且つ (∀x ∈ K) [ψ(x) = >]

⇐⇒ ∀K(ϕ) ∧ ∀K(ψ) = >

次に、X とK に条件を追加することで上の定理の逆も成り立つこ
とを示す。
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コンパクト飽和集合からなる冪空間

Definition
位相空間X の上冪空間 (upper powerspace) K(X)は、X のコンパ
クト飽和集合全体の集合に

�U := {K ∈ K(X) |K ⊆ U} (U ∈ O(X))

から生成される位相を備えた位相空間として定義される。
S ⊆ X が飽和であるとは S =

⋂
{W ∈ O(X) | S ⊆ W}のこ

とである。X がT1空間であれば任意の S ⊆ X は飽和である。

Kを関手 (そしてモナッド)に拡張できるが、詳細を省略
する。
X が第二可算であるときK(X)も第二可算である。
X が第二可算でないQCB0空間のとき上記の冪空間がQCB0
空間であると限りませんが、列型化 (sequentialization)を取
ればQCB0空間となる。
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コンパクト飽和集合からなる冪空間

Theorem
X が (実効的)quasi-Polish空間であるとし、X ∼= I(≺)となるN上
の (c.e.)推移関係≺を固定する。

1 Pfin(N)上の推移関係≺U を

F ≺U G ⇐⇒ (∀b ∈ G)(∃a ∈ F) a ≺ b

と定義すれば、K(X) ∼= I(≺U )が成り立つ。従って、K(X)
は (実効的)quasi-Polish空間である。

2 K(X)と有限交わりを保つ関数全体からなる SSX の部分空間
は、埋め込みK 7→ ∀K において実効的同型である。

Proof:
1 [8]を参照。
2 ここでは、Φ: SX → Sが有限交わりを保つときΦ = ∀K とな
るK ∈ K(X)がちょうど一つ存在することを示すが、残りの
詳細を省略する。
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Proof (続き): Φ: SX → Sが有限交わりを保つとする。

I = {F ∈ Pfin(N) | Φ(
⋃

a∈F
[a]≺) = >}

と定義する。まずは I ∈ I(≺U)を示す。

Φ(>X) = >かつ X =
⋃

a∈N[a]≺ であるため、Φの Scott連続性よ
り Φ(

⋃
a∈F [a]≺) = >を満たす F ∈ Pfin(N)が存在する。従って

I 6= 0が成り立つ。

F ≺U G ならば a ≺ b ⇒ [a]≺ ⊇ [b]≺ より
⋃

a∈F [a]≺ ⊇
⋃

b∈G[b]≺
となる。従って、Φの単調性より F ≺U G ∈ I ⇒ F ∈ I が成り
立つ。

F ,G ∈ I のとき、S = {c ∈ N | (∃a ∈ F)(∃b ∈ G) a ≺ c & b ≺ c}
とすれば、

⋃
a∈F [a]≺ ∩

⋃
b∈G[b]≺ =

⋃
c∈S [c]≺ が成り立つ。Φが交

わりを保つ Scott連続関数であるため、ある有限 H ⊆ S に対し
H ∈ I が成り立つが、この H は F ≺U H &G ≺U H を満たす。

従って、I をある KI ∈ K(X)と同一視できる。[8]より、任意の S ⊆ N
に対し KI ⊆

⋃
a∈S [a]≺ ⇐⇒ (∃F ⊆ S)F ∈ I が成り立つため、I の定

義と Φの Scott連続性から Φ = ∀KI を容易に導ける。
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オーバート性 (Overtness)

次に、コンパクト性の双対概念オーバート性を紹介する。
計算可能位相空間論においては重要な概念であるが、古典的
位相空間論では自明になってしまうため、その分野ではコン
パクト性のように注目されない。
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オーバート集合 (Overt sets)

Definition
A ⊆ X に対し、∃A(ϕ) = > ⇐⇒ (∃x ∈ A) [ϕ(x) = >]と定義される関
数 ∃A : SX → Sが実現（計算）可能ならば、Aを（実行的）オーバート
という。

上の定義は ∃A(ϕ) = ⊥ ⇐⇒ (∀x ∈ A) [ϕ(x) = ⊥]と同値である。
∃A は常に実現可能であるが、計算可能性は自明ではない。

注: ≺が c.e.推移関係ならば、A ⊆ I(≺)が実効的オーバート
であることと {n ∈ N | A ∩ [n]≺ 6= ∅}が c.e.であることは同
値である。
例: 次の条件が全て成り立つとき 〈a,m〉 ≺ 〈b,n〉とする：

a = b
m < n
a 番目のチューリング機械は入力 a に対し m ステップ以内に
停止しない。

≺は c.e.推移関係であるが、∃I(≺)([〈a, 0〉]≺) = > ⇐⇒
「a番目のチューリング機械は入力 aに対し停止しない」が成
り立つため、I(≺)は実効的オーバートではない。
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オーバート集合 (Overt sets)

Theorem

1 A0 ⊆ X と A1 ⊆ Y が (実行的）オーバートならば
A0 × A1 ⊆ X × Y は (実行的）オーバートである。

2 f : X → Y が実現（計算）可能かつ A ⊆ X が (実行的）オーバート
ならば f (A)が (実行的）オーバートである。

3 A ⊆ X が (実効的)オーバートかつ U ⊆ X が (実効的)開集合であ
れば、A ∩ U は (実効的)オーバートである。

4 X が (実効的)Discreteかつ A ⊆ X が (実効的)オーバートであれば
X ∩ Aは (実効的)開集合である。

Proof:
1 ∃A0×A1(ϕ) = ∃K0(λx.∃K1(λy.ϕ(x, y)))と定義する。
2 ∃f (A)(ϕ) = ∃A(λx.ϕ(f (x)))と定義する。
3 ∃A∩U(ϕ) = ∃A(λx.ϕ(x) ∧ x ∈ U )と定義する。
4 χX∩A : X → Sを χX∩A(x) = ∃A(λy.x = y)と定義する。
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オーバート空間

X 全体が（実行的）オーバート集合であれば、X を（実行的）
オーバート空間という。

Theorem
X が（実行的）オーバート空間になるための必要十分条件は
eX : S → SX が実現（計算）可能な左半髄を持つことである。

Proof: Φ: SX → Sが eX の左半髄であるとは、任意の t ∈ Sと ϕ ∈ SX

に対し
Φ(ϕ) ≤ t ⇐⇒ ϕ ≤ eX(t)

が成り立つことである。SX 上の半順序 ≤と eX の定義より上の条件を

Φ(ϕ) ≤ t ⇐⇒ (∀x ∈ X) [ϕ(x) ≤ t]

と表せる。これは t = >のときは自明に成り立つが、t = ⊥のときは
Φ = ∃X と同値な条件である。
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オーバート集合と結び半束準同型

Theorem
A ⊆ X がオーバートならば ∃A : SX → Sは有限結びを保つ。

Proof:
(∀x ∈ A) [⊥SX (x) = ⊥]が成り立つため、∀K(>SX ) = ⊥。
∃A(ϕ ∨SX ψ) = ⊥ ⇐⇒ (∀x ∈ A) [ϕ(x) ∨ ψ(x) = ⊥]

⇐⇒ (∀x ∈ A) [ϕ(x) = ⊥ 且つ ψ(x) = ⊥]

⇐⇒ (∀x ∈ A) [ϕ(x) = ⊥] 且つ (∀x ∈ A) [ψ(x) = ⊥]

⇐⇒ ∃A(ϕ) ∨ ∃A(ψ) = ⊥

次に、X とAに条件を追加することで上の定理の逆も成り立つこ
とを示す。
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オーバート閉集合からなる冪空間

Definition
位相空間X の下冪空間 (lower powerspace) A(X)は、X の閉集合
全体の集合に

♦U := {A ∈ A(X) |A ∩ U 6= ∅} (U ∈ O(X))

から生成される位相を備えた位相空間として定義される。

Aを関手 (そしてモナッド)に拡張できるが、詳細を省略
する。
X が第二可算であるときA(X)も第二可算である。
X が第二可算でないQCB0空間のとき上記の冪空間がQCB0
空間であると限りませんが、列化 (sequentialization)を取れ
ばQCB0空間となる。
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オーバート閉集合からなる冪空間

Theorem
X が（実効的）quasi-Polish空間であるとし、X ∼= I(≺)となる N
上の (c.e.)推移関係≺を固定する。

Pfin(N)上の推移関係≺Lを

F ≺L G ⇐⇒ (∀a ∈ F)(∃b ∈ G) a ≺ b

と定義すれば、A(X) ∼= I(≺L) が成り立つ。従って、A(X)
は (実効的)quasi-Polish空間である。
A(X)と有限結びを保つ関数全体からなる SSX の部分空間は、
埋め込みA 7→ ∃Aにより実効的同型である。

1 [8]を参照。
2 ここでは、Φ: SX → Sが有限結びを保つとき Φ = ∃Aとなる

A ∈ A(X)がちょうど一つ存在することを示すが、残りの詳
細を省略する。
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Proof (続き): Φ: SX → Sが有限結びを保つとする。

I = {F ∈ Pfin(N) | (∀a ∈ F)Φ([a]≺) = >}

と定義する。まずは I ∈ I(≺L)を示す。

∅ ∈ I であるため I 6= 0が成り立つ。

F ≺L GかつG ∈ I とする。a ∈ F ならば a ≺ bを満たす b ∈ Gが
存在する。G ∈ I より Φ([b]≺) = >となり、そして [b]≺ ⊆ [a]≺ と
Φの単調性より Φ([a]≺) = >である。従って、F ∈ I が成り立つ。

A,B ∈ I とする。d ∈ A ∪ B に対し、[d]≺ =
⋃

c�d[c]≺ かつ
Φ([d]≺) = >が成り立つため、Φが有限結びを保つ Scott連続関数
であることより Φ([cd]≺) = >を満たす cd � d が存在する。この
ように各 d ∈ A ∪ Bに対する cd を一つずつ選び、有限集合 C に集
めれば、C ∈ I かつ A ≺L C &B ≺L C が成り立つ。

従って、I をある AI ∈ A(X)と同一視できる。[8]より、任意の F ⊆ N
に対し AI ∈

⋂
a∈F ♦[a]≺ ⇐⇒ F ∈ I が成り立つため、I の定義と Φが

有限結びを保つ Scott連続関数であることから Φ = ∃AI を導ける。
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オーバート集合における選択公理の計算可能性

Lemma
X を実効的 quasi-Polish空間とする。空でない A ∈ A(X)に対し

AnyX(A) ∈ A

を満たす計算可能な多価関数 AnyX :⊆ A(X) ⇒ X が存在する。

Proof: X ∼= I(≺)となる N上の c.e.推移関係≺を固定する。次のように
≺における上昇列 (ni)i∈N を探す。

並列的に A ∈ ♦[n0]≺ を満たす n0 ∈ Nを探す。Aは空でないため
そのような n0 は必ず存在する。

ni (i ≥ 0)が決まったら、次に ni ≺ ni+1 かつ A ∈ ♦[ni+1]≺ を満
たす ni+1 ∈ Nを並列的に探す。A ∩ [ni]≺ 6= ∅であるためそのよう
な ni+1 は必ず存在する。

I = {a ∈ N | (∃i) a ≺ ni}は ≺のイデアルであり、また I の全ての近傍
が閉集合 Aと交わるため I ∈ Aが成り立つ。従って、AnyX(A)の出力
として (ni)i∈N を探しながら I を枚挙すればよい。
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オーバート集合における選択公理の計算可能性

AnyX の計算可能性はX の完備性に依存する。

Theorem
X が第二可算 T1空間ならば、次が同値である。

空でないA ∈ A(X)に対しAnyX(A) ∈ Aを満たす実現可能
な多価関数AnyX :⊆ A(X) ⇒ X が存在する。
X が quasi-Polish空間である。

Proof: [11]を参照。
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有界束準同型

Theorem
X が (実効的)quasi-Polish空間であるとする。

1 K(A(X)) ∼= A(K(X)) ∼= SSX が成り立つ。従って、SSX は (実
効的)quasi-Polish空間である。

2 X と有界束準同型からなる SSX の部分空間は、
ηX := λϕ : SX .λx : X .ϕ(x)と定義される埋め込み
ηX : X → SSX により実効的同型である。

Proof:
1 [9]を参照。
2 x ∈ X に対し ηX(x)が有界束準同型であることは容易に示せ
る。TheX :⊆ SSX → X が ηX の計算可能な逆 (部分)関数で
あることを前の Lemmaで示した。
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関数空間の離散性とハウスドルフ性

Theorem
1 X が（実効的）コンパクト空間でY が（実効的）離散空間な
らばY X は（実効的）離散空間である。

2 X が（実効的）オーバート空間でY が（実効的）ハウスドル
フ空間ならばY X は（実効的）ハウスドルフ空間である。

Proof:
1 (f = g) := ∀X(λx.f (x) = f (y))と定義する。
2 (f 6= g) := ∃X(λx.f (x) 6= f (y))と定義する。
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応用例

閉区間を通常のように [x, y] = {z | x ≤ z ≤ y}と表す。
読みやすさのために集合論の記号を使用することがある。

例えば、∃X(ϕ) = >の代わりに ϕ 6= ∅、∀K(λz.ϕ(z))の代わ
りに K ⊆ ϕと書く。

Lemma
〈x, y〉 7→ ∀[x,y]は R× Rから SSR への計算可能関数である。

Proof:
∀[x,y](ϕ) = >の必要十分条件は

ψ0(x) かつ ψ1(y)
(∀i ≤ n + 1) [ψi ≤ ϕ]
(∀i ≤ n + 1) [∃R(ψi ∧ ψi+1) = >]

を満たす ψ0, . . . ψn ∈ SRが存在することである。
ϕ ∈ SRの名前は ϕ =

∨
i∈N ψi を満たす (ψi)i∈Nを枚挙してい

るとみなせるため、上の条件は ϕの名前から半決定可能で
ある。
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応用例:関数の上限

Theorem
X がコンパクト・オーバート空間ならば、sup: RX → R
(f 7→ supx∈X f (x))は計算可能である。

Proof: Φ: RX × SR → SR×Rを

Φ(f , ϕ) := λ〈`, u〉.∀[`,u](ϕ) ∧ ∃X(λx.` < f (x)) ∧ ∀X(λx.f (x) < u)

と定義すれば、f の上限を含む閉区間 [`, u]が開集合 ϕに含まれる
とき、そしてそのときに限り、

∃R×R(Φ(f , ϕ)) = >

が成り立つ。従って、λϕ.∃R×R(Φ(f , ϕ)) : SR → Sは有界束準同型
であり、

sup = λf .TheR(λϕ.∃R×R(Φ(f , ϕ)))

が成り立つ。
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応用例: 中間値の定理
[23] Theorem 6.3.8 と [21] Section 14を参照。

Definition
f : R → Rの非零点が稠密であるとは、任意の ϕ ∈ S[0,1] に対し ϕ 6= ∅
ならば (∃z ∈ ϕ) f (z) 6= 0が成り立つことである。

Pf : SR → SR×R を Pf (ϕ)(x, y) = [x, y] ⊆ ϕ ∧ f (x) · f (y) < 0と定義す
る。明らかに f が計算可能であれば Pf も計算可能である。

Lemma
f の非零点が稠密であるとする。Pf (ϕ)(x, y) = >かつ ε > 0ならば、
|y0 − x0| < εかつ Pf (ϕ)(x0, y0) = >を満たす x0, y0 ∈ [x, y]が存在する。

Proof: Pf (ϕ)(x, y) = >ならば、非零点が稠密性より f (z) 6= 0となる
z ∈ ( 2x+y

3 , x+2y
3 )が存在する。Pf (ϕ)(x, z) = >又は Pf (ϕ)(z, y) = >が

成り立ち、そして |z − x|も |z − y|も 2
3 |y − x|未満である。従って、繰

り返しにより適切な x0, y0 を見つけることができる。
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応用例: 中間値の定理

Theorem (実効的中間値の定理)
f : [0, 1] → Rが計算可能であり、かつ f (0) · f (1) < 0ならば、
f (x) = 0となる計算可能 x ∈ [0, 1]が存在する。

Proof:
f の非零点が稠密でなければ ϕ 6= ∅かつ (∀x ∈ ϕ) f (x) = 0と
なる ϕ ∈ S[0,1]が存在し、任意の q ∈ ϕ ∩Qに対し f (q) = 0
が成り立つ。
従って f の非零点が稠密であると仮定してよい。
Sf : S[0,1] → Sを

Sf (ϕ) := ∃[0,1]×[0,1](λ〈x, y〉.Pf (ϕ)(x, y))

と定義する。
つまり、Sf (ϕ)は「f (x) · f (y) < 0を満たす閉区間 [x, y] ⊆ ϕ
が存在する」と同値である。
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応用例: 中間値の定理

Proof (続き):
Sf (⊥) = ⊥は明らか。Sf (ϕ ∨ ψ) = >ならば前の Lemmaを
繰り返すことで Pf (ϕ ∨ ψ)を満たしながら一点集合に収束す
る閉区間の列 [x, y] ⊇ [x0, y0] ⊇ · · · が存在する。十分大きな
nに対し [xn, yn] ⊆ ϕ又は [xn, yn] ⊆ ψとなるため
Sf (ϕ) ∨ Sf (ψ) = >が成り立つ。
従って Sf ∈ A([0, 1])とみなせる。Sf ([0, 1]) = >の仮定より
Sf 6= ∅が成り立ち、Sf はAny[0,1]の定義域に入っている。
x = Any[0,1](Sf )は計算可能である。f (x) 6= 0ならば、f の連
続性より x ∈ ϕ ⊆ f −1(R \ {0})となる ϕ ∈ S[0,1]が存在する
が、明らかに Sf (ϕ) = ⊥であるため x の定義と矛盾する。
従って f (x) = 0が成り立つ。
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