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テーマ

計算可能実数の集合は実閉体を成す
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実閉体

代数的実数

定義 1
有理数係数の代数方程式

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a0 = 0

の根となる実数を代数的実数 (real algebraic number)と呼ぶ．そう

ではない実数を超越的実数 (real transcendental number)と呼ぶ．

例 2
有理数，

p
2などは代数的実数．e, ⇡などは超越的実数．
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実閉体

代数的実数の性質

定理 3
代数的実数を係数にもつ代数方程式の実数根は代数的実数．

代数方程式を解くという操作に関して閉じている．

このような集合を実閉体 (real closed field)と呼ぶ．

宮部賢志 (明治大学数学科) 実数の計算可能性 数学基礎論サマースクール 2023 5 / 44



実閉体

計算可能実数は実閉体

定理 4 (Rice 1954, Grzegorczyk 1955)
計算可能実数の集合は実閉体を成す．
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実閉体

中間値の定理への帰着1

ゴールは「計算可能実数を係数に持つ代数方程式の実数根が計算

可能実数」を示すこと．

代数方程式の次数に関する帰納法で示す．

計算可能実数の根が 1つあることを示せば，因数定理から，

f(x) = (x� ↵)g(x)

と因数分解できて，g(x)は f(x)より次数の低い代数方程式なの

で，帰納法よりすべての実数根は計算可能実数．
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実閉体

中間値の定理への帰着2

もし重根なら，

f(x) = (x� ↵)mg(x), (m � 2)

とかけるが，

f 0(x) = (x� ↵)m�1h(x)

とかけ，f 0(x)は f(x)より次数の低い代数方程式なので，↵は計算

可能実数と分かる．

f(x)の単根が計算可能実数であることを示せば良い．

これは代数方程式に対する中間値の定理を示すことにほかなら

ない．
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中間値の定理
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中間値の定理

中間値の定理

定理 5
実数上の閉区間 [a, b]で定義される実数値連続関数 f が

f(a) < 0 < f(b)を満たすなら，f(c) = 0, a < c < bを満たす実数 c

が存在する．
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中間値の定理

証明1

a0 = a, b0 = b, c0 = (a0 + b0)/2とする．

各 n 2 !に対し，

f(cn) = 0ならば cn が求める解．

f(cn) < 0ならば an+1 = cn, bn+1 = bn, cn+1 = (an+1 + bn+1)/2と

する．

f(cn) > 0ならば an+1 = an, bn+1 = cn, cn+1 = (an+1 + bn+1)/2と

する．
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中間値の定理

証明2

この操作が無限に続くとする．

an < cn < bn で，bn � an ! 0から，

c = limn an = limn bn = limn cn が存在する．

f(an) < 0と f の連続性から f(c) = limn f(an)  0

同様に f(bn) > 0なので f(c) � 0

よって，f(c) = 0.

宮部賢志 (明治大学数学科) 実数の計算可能性 数学基礎論サマースクール 2023 12 / 44



中間値の定理

計算可能版中間値の定理

定理 6
実数上の閉区間 [a, b]で定義される実数値計算可能関数 f が

f(a) < 0 < f(b)を満たすなら，f(c) = 0, a < c < bを満たす計算

可能実数 cが存在する．

注意：計算可能関数ならば連続．
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中間値の定理

証明1

f は連続なので，a, bをわずかに内側の有理数としてとることがで

きる．

(an), (bn), (cn)を先程と同様に定義する．

f が計算可能関数なので，f(cn)は計算可能実数．

しかし，f(cn) = 0, > 0, < 0の判定は計算可能にはできない．
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中間値の定理

半決定可能

A ✓ !が c.e.集合であれば，n 2 Aであればそのことが有限時間

で分かるが，n 62 Aであったときにはそのことは有限時間では判

定できない．

計算可能実数 xとその近似コーシー列 (an)n に対し，

x > 0 () (9n)an � 2�n > 0

なので，正しければ有限時間で判定できるが，正しくない場合に

は有限時間で判定できない．このような場合，関係 x > 0は半決

定可能 (semi-decidable)とか c.e.関係などと呼ぶ．
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中間値の定理

証明2

f(cn) = 0は判定できないが，もしそうなら有理数解が存在するの

で，主張が成り立つ．

もし f(cn) 6= 0ならば，f(cn) > 0および f(cn) < 0はどちらも半決

定可能なので，有限時間で判定可能．

bn � an が小さくなることから，c = limn cn 2 [an, bn]は計算可能

実数．
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中間値の定理

注意

中間値の定理の計算可能版は上で見たように非一様に成立する．

f の表現から cの表現が一様に計算可能とは言っていないし，それ

は成り立たない．
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左 c.e. 実数

目次

実閉体

中間値の定理

左 c.e.実数

数え上げ

宮部賢志 (明治大学数学科) 実数の計算可能性 数学基礎論サマースクール 2023 18 / 44

(eft -cat

×q S
c . e .



左 c.e. 実数

実数の連続性の公理

実数の連続性の公理として同値なものがいくつか知られている．

1. Dedekindの切断

2. Wierstrassの公理 (空でない有界な集合は上限を持つ)
3. 有界な単調増加数列の収束

4. Cauchy列の収束+アルキメデスの原理

5. 区間縮小法+アルキメデスの原理

6. Bolzano –Weierstrassの定理 (有界数列は収束する部分列を

持つ)
それぞれの計算可能性を見ていこう．
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左 c.e. 実数

Specker sequence

定理 7
A ✓ !が計算可能 () ↵ =

P
n2A 2�n�1 が計算可能実数．

停止問題などの計算可能でない c.e.集合が存在するので，

系 8
計算可能で有界・単調増加な有理数列で，その極限が計算可能で

ないものが存在する．(Specker sequence) つまり，左 c.e.実数で計

算可能実数でないものが存在する．
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左 c.e. 実数

証明

())

as =
P

n2A�s 2
�n�1 は極限に収束するコーシー列．

(()

極限 ↵が dyadic rationalであれば，Aの候補はすべて計算可能．

そうでなければ，任意の s 2 !に対して ↵の十分良い近似を計算

することで，A � sを計算することができる．すなわち，Aは計算

可能．

例：0.10000010000 · · · なら後の 1が出てくるところまで下から近

似できれば 0.100000 · · · が確定する．
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左 c.e. 実数

Dedekindの切断

問題 9
計算可能な集合A ⇢ Qで

I A 6= ;, A 6= Q,
I x 2 A, y < x ) y 2 A,
I x 2 A ) 9y 2 A.x < y.

となるものに対し，supAは計算可能実数となる．
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左 c.e. 実数

証明

1,2番目の条件からAは有界．

有理数を q1, q2, · · · と計算可能に並べる．

その順番でAに含まれるものだけを r1, r2, · · · と並べる．

an = supin ri は計算可能で単調増加な有理数列で，

supA = limn an は左 c.e.実数．

infAc は右 c.e.実数．

supA = infAc より，これは計算可能実数．
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左 c.e. 実数

Wierstrassの公理

問題 10
空でない有界な計算可能な有理数の集合Aの上限 supAは左 c.e.
実数だが，計算可能とは限らない．
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左 c.e. 実数

証明1

前に見たように supAは左 c.e.実数．

計算可能でない左 c.e.実数 xが存在することはすでに見た．

xに収束する計算可能で単調増加な有理数列を (an)n とする．

すべての nで an�1 < bn < an で，各 bn は dyadic rationalで
bn = ±m · 2�k, mは奇数, k 2 !, と書いたときに n  kとなるよう

にする．
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左 c.e. 実数

証明2

A = {bn : n 2 !}とすると，Aは空でない有界な有理数の集合

で，x = supAは計算可能でない．

Aが計算可能であることを示す．

q 2 Qに対して，qが dyadic rationalでなければ，q 62 A.
q = ±m · 2�k, mは奇数，k 2 !であれば，{b1, · · · , bk}までを探し

て qが含まれていれば q 2 A，含まれていなければ q 62 Aとする．
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左 c.e. 実数

Cauchy列の収束

問題 11
計算可能な有理数列で通常の意味で Cauchy列だが，収束先は計算

可能実数でないものが存在する．
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左 c.e. 実数

証明

Specker sequenceは通常の意味で Cauchy列で収束先は計算可能実

数でない．
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左 c.e. 実数

区間縮小法

問題 12
計算可能な有理数列 (an)n, (bn)n で，

a0  a1  · · ·  an  an+1  · · ·  bn+1  bn  · · ·  b1  b0

かつ bn � an ! 0となるものに対して，limn an = limn bn は計算可

能実数．
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左 c.e. 実数

証明

supn an は左 c.e.，infn bn は右 c.e.
bn � an ! 0より supn an = infn bn なので，これは計算可能実数．
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左 c.e. 実数

Bolzano–Weierstrassの定理

問題 13 (Le Roux and Ziegler in MLQ 2008, Theorem
3.6)
有界な計算可能有理数列で計算可能な密集点 (cluster point)を持た

ないものが存在する．
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数え上げ

可算

集合Aが可算 (countable)であるとは，

A = {a0, a1, · · · }

のように自然数の添字を使って数え上げられる (enumerate)ことを

いう．ただし有限も含む．

実数の集合は非可算 (uncountable)である．

自然数N，有理数Q，代数的実数，計算可能実数の集合はそれぞ

れ可算．

よって，計算不可能な実数は存在する．
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数え上げ

数え上げ

Turing機械のプログラムは有限情報なので自然数で数え上げら

れる．

よって，e-thの部分計算可能関数�e という形で数え上げることが

できる．

一方，全域計算可能関数を計算可能に数え上げることはできない．

それを仮定すると対角線論法で矛盾を導くことができる．
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数え上げ

左 c.e.実数の数え上げ

定理 14
すべての左 c.e.実数を (重複を許して)計算可能に数え上げること

ができる．
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数え上げ

証明1

「すべての部分計算可能関数の計算可能な数え上げ」を固定する

�e :✓ ! ! Q,

↵e = sup
n

�e(n)

とおくと，(↵e)e はすべての左 c.e.実数になる．

ここで，�e(n)は未定義かもしれないので，並列に計算するのか，

順番に計算するのか指定する必要がある．

全域な関数だけですべての左 c.e.実数を数え上げているのでどち

らでもよい．

宮部賢志 (明治大学数学科) 実数の計算可能性 数学基礎論サマースクール 2023 36 / 44

2 :な ce .

aania
Ar

Ine(uにtn
.

2e
= 2



数え上げ

証明2

ただし「すべての nで�e(n)が未定義」「�e(n)が非有界」の場合

も含まれている．

これを避けたければ，

�e(n) :✓ ! ! Q \ [0, 1],

↵e = sup
n
{�e(n) : n 2 !} [ {0}

として [0, 1]内にある左 c.e.実数を数え上げてから，その数え上げ

に整数部分を足せば良い．
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数え上げ

計算可能実数の数え上げはできない

定理 15
すべての計算可能実数の計算可能な数え上げは存在しない．
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数え上げ

証明1

「すべての計算可能実数の計算可能な数え上げ」が存在したとすれ

ば，「すべての全域計算可能関数の数え上げ」が存在する．

実数は [0, 1]，関数は !から {0, 1}とする．

全域計算可能関数 f : ! ! {0, 1}に対して，

r =
1X

n=0

g(n)5�n�1, g(n) =

8
<

:
1 ( if f(n) = 0)

3 ( if f(n) = 1)

という実数を対応させる．
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数え上げ

証明2

逆に計算可能実数 r 2 [0, 1]に対して，rを含む 5�n 未満の区間を

計算すし，1, 3の区間に共通部分があるかどうかみることで，もと

の関数 f を復元できる．

もし，1, 3のどちらにも共通部分がなければ，f(n)は適当に定め

れば良い．

「すべての計算可能実数の計算可能な数え上げ」が存在したとし

て，上の方法で「全域計算可能関数の数え上げ」を作成する．

任意の全域計算可能関数 f に対して上で定めた実数 rから f が復

元されるので，すべての全域計算可能関数が現れる．
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数え上げ

別証明1

直接対角線論法を使って構成することもできる．

計算可能実数の計算可能な数え上げ (↵e)があったとする．

すなわち，(e, n) 7! Ie,n, Ie,n は ↵e を含む長さ 2�n の区間で端点が

有理数のもの，が計算可能であるとする．

(↵e)e に含まれない計算可能実数 xを作る．

長さ 2�2n の閉区間 Jn で，Jn � Jn+1 となるものを計算可能に作っ

て，x =
T

n Jn とする．
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| In,2n+2 | = 2−2n−2
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刀
2m



数え上げ

別証明2

各 n 2 !について，

↵n 2 In,2n+2, x 2 Jn, In,2n+2 \ Jn = ;

なので，↵n 6= x.
すなわち，xは数え上げ (↵e)e に含まれない計算可能実数．

よって，すべての計算可能実数を計算可能に数え上げることはで

きない．
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