
独立同分布でない場合の大数の法則の収束速度
ゲーム論的確率論からのアプローチ

宮部　賢志 (京都大学)∗1

竹村　彰通 (東京大学)∗2

1. 大数の法則の収束速度としての重複対数の法則
大数の法則の収束速度は、通常、重複対数の法則として与えられる．2進無限列の場合
にはKhinchin([3])が示し，以下のように一般化された．

定理 1.1 (Hartman-Wintner [2]) {Xn}を平均 0，分散σ2の独立同分布の確率変数
としSn =

∑n
k=1 Xk，an = (2n log log n)1/2と置くと，

lim supSn/an = σ a.s., lim inf Sn/an = −σ a.s.

ここで独立同分布の条件をはずすと別の条件が必要になる．

定理 1.2 (Kolmogorov [4]) {Xn}を平均0，分散σ2
nの独立な確率変数とする．An =∑n

k=1 σ
2
kとおき、An → ∞を仮定する．さらにある正の列{Mn}があって，以下が成り

立つとしよう．

Mn = o

((
An

log logAn

)1/2
)
, |Xn| ≤ Mn a.s. (1)

このとき，以下が成り立つ．

lim sup
Sn

(2An log logAn)1/2
= 1 a.s.

ここで (1)の条件を落とすとどうなるであろうか？

2. ゲーム論的確率論からの結果
重複対数の法則において平均や分散を条件付き平均や条件付き分散に置き換え，マル
チンゲールを使って書くこともできる ([8, 1])．一方ゲーム論的確率論 ([7])は統一的で
簡潔な証明を与えることがある．講演者らの得た結果 ([6])は測度論的確率論では次の
ように書き直すことができる．gを正の単調増加関数で limx→∞ g(x) = ∞とする．

定理 2.1 確率変数xnの条件付き期待値をmn，条件付き分散をvnとする．An =
∑n

k=1 vk
とおく．An → ∞かつ

∑
n

vn
g(An)

< ∞であれば、∑n
k=1(xk −mk)√

g(An)
→ 0 a.s.
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定理 2.2 mn, vnが
∑

n
vn

g(An)
= ∞を満たすとする．このとき条件付き期待値をmn，条

件付き分散を vnとする確率変数xnがあって，∑n
k=1(xk −mk)√

g(An)

はほとんど確実に収束しない．

すなわち
∑n

k=1(xk−mk)√
g(An)

の収束がmn, vnの情報のみから導けるのは
∑

n
vn

g(An)
< ∞の時で

ある．ここで
∑

n 1/(n log log n) = ∞であることを思い出すと、この収束限界は重複対
数の法則と異なることが分かる．よって (1)は落とすことができない．
また分散より弱いヘッジの場合も似た結果が得られる．このことからMarcinkiewicz-

Zygmund strong law([5])が，独立同分布ではない場合には成り立たないことが分かる．

3. Realityの勝利戦略を作る方法について
ゲーム論的確率論では SkepticとRealityのゲームを考えることで定理を表現する．定
理2.1と定理2.2はそれぞれ，あるゲームにおいてSkepticまたはRealityに勝利戦略が
存在することに対応している．そしてゲーム論的確率論の面白い点は，「決定論的な」
勝利戦略を作ることで，確率の定理を証明できることにある．今まで多くのSkepticの
決定論的な勝利戦略が作られ，定理が証明されてきた．一方Realityの勝利戦略を作る
ことは難しくほとんど知られていなかった．
講演者らは Skepticの戦略を利用することでRealityの「決定論的な」戦略を作る一

般的な方法を与え，それを使って上記の定理を示した．この方法ではRealityの戦略は
Skepticの戦略から自動的に作られるため，一般にはとても複雑なRealityの具体的な
戦略を作る必要がない．これは大きなメリットであり，今後，定理の限界を調べる上
で有用な方法であると思われる．
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