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Martin-Löfランダムネス

Cantor空間 2ω を考える．

文字列 σ に対し，[[σ]] = {A ∈ 2ω : σ ≺ A}と定義する．
開集合 U が c.e.であるとは，U =

�
σ∈S [[σ]]となる c.e.集合 S

が存在することを言う．

定義 (Martin-Löf 1966)

ML テストとは一様 c.e. の開集合列 {Un}で µ(Un) ≤ 2−n で

あるものを言う．ある列 A ∈ 2ω が ML ランダムであるとは，

すべてのMLテストに対し A �∈
�

n Un である時に言う．
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マルチンゲール
定義 (Ville)

関数 d : 2∗ → R+ が以下を満たす時，マルチンゲールであると

言う．

d(σ) =
d(σ0) + d(σ1)

2
.

定理 (Schnorr 1971)

ある列 A ∈ 2ω が Martin-Löfランダムであることと，すべて

の c.e.マルチンゲール dに対して，

d(A � n) < O(1)

であることは同値．
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Kolmogorov複雑性
prefix-free な万能 Turing マシン U に対して，文字列 σ の

Kolmogorov複雑性を

K(σ) = min{|τ | : U(τ) = σ}

で定義する．

定理 (Levin 1973, Schnorr 1973, Chaitin 1975)

列 AがMLランダムであることと以下は同値．

K(A � n) > n−O(1).
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K-triviality

定義 (Chaitin 1976)

列 Aが K-trivialとは以下を満たす事を言う．

K(A � n) < K(n) +O(1).

定理 (Solovay 1975)

計算不可能なK-trivialな列が存在する． .
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Low

定義

列 Aが
A� ≡T ∅�

を満たす時，lowであると言う． .
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Low for ML-randomness

定義 (Zambella 1990)

すべての ML ランダムな列が A-ML ランダムである時，列 A

は low for MLランダムネスであると言う．

定理 (Kučera&Terwijn 1999)

計算不可能な c.e.集合で low for MLランダムであるものが存

在する．
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A basis for ML-randomness

定義 (Kučera 1993)

列 Aが a basis for MLランダムネスであるとは，ある A-ML

ランダムな列 Z があって A ≤T Z となることを言う．

注意

AがMLランダムで Z が A-MLランダムなら，A⊕ Z がML

ランダムだから，A ≤T Z にはなり得ない．
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Low for K

定義 (Andrej A. Muchnik in a seminar at Moscow State 1999)

列 Aが low for K とは以下を満たす事を言う．

K(σ) < K
A(σ) +O(1).

観察

Aが low for K なら，Aは GL1，つまり A� ≤T A⊕ ∅�.
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計算可能性とランダムネス

basis for MLR 計算可能性

low for MLR 計算可能性

low for K 計算可能性

K-trivial ランダムさ
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Lowの概念

観察

low for K ⇒ low for MLR ⇒ basis for MLR

low for K ⇒ K-trivial

定理 (Hirschfeldt, Nies and Stephan 2007)

basis for MLR ⇒ low for K

定理 (Nies 2005)

K-trivial ⇒ low for K .
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low for K => low for MLR

Aは low for K であるとすると，

K(σ) ≤ K
A(σ) +O(1).

MLランダムな列X に対し，Levin-Schnorrの定理から

K(X � n) > n−O(1).

よって，
K

A(X � n) > n−O(1).

再び Levin-Schnorrの定理から，X は A-MLランダム． .
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low for MLR => basis for MLR

A は low for MLR であるとする．Kučera-Gács の定理か

ら，MLランダムな列 B があって，

A ≤T B.

Aは low for MLRだから，B は A-MLランダム
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low for K => K-trivial

Aは low for Kであるとすると，

K(A � n) ≤ K
A(A � n)+O(1) ≤ K

A(n)+O(1) ≤ K(n)+O(1).

よって AはK-trivial
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Schnorrランダムネス
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Schnorrランダムネス

定義 (Schnorr 1971)

SchnorrテストとはML テスト {Un} で µ(Un) が一様に計算

可能なものを言う．ある列 Aが Schnorrランダムであるとは，

すべての Schnorrテストに対し A �∈
�

n Un である時に言う．
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マルチンゲール

orderとは自然数から自然数への関数で単調非減少かつ無限大

に発散するものを言う．

定理 (Schnorr 1971)

ある列 A ∈が Schnorrランダムであることと，すべての計算

可能なマルチンゲール dと計算可能な order hに対して，

d(A � n) < h(n) +O(1)

であることは同値．
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computable measure machines

定義 (Downey and Griffiths 2004)

prefix-freeマシンM に対し，µ([[dom(M)]])が計算可能である

時，M は computable measure machineであると言う．

定理 (Downey and Griffiths 2004)

列 A が Schnorr ランダムであることと以下は同値．すべての

computable measure machine M に対して，

KM (A � n) > n−O(1).
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