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1. ランダムの概念が自然であるとはどういうことか
ある 2進無限列がランダムであるとはどういうことか．Martin-Löfランダムネスはこ
の問題に対する最初の提案であり，多くの自然な性質が示されている．同時に他にも
多くのランダムの概念が提案・研究されてきた．中でもSchnorrランダムネスは有名で
ある．これまでは，Martin-Löfランダムネスは自然な概念で，Schnorrランダムネスに
は多くの欠点があると考えられてきた．しかし最近になって，Schnorrランダムネスに
対して多くの自然な性質が示されてきている．
果たして今でも，Martin-Löfランダムネスは Schnorrランダムネスよりも自然な概
念であると言えるだろうか．ここでは，Martin-Löfランダムネスが持つ自然な性質と
はどういうものか，またSchnorrランダムネスの欠点と考えられてきたことは何であっ
たのか，などを証明された結果をできる限り時間軸順に見ながら，再検討する．

2. ランダムの概念を定義する
2.1. 大数の法則と重複対数の法則
平等なコインを繰り返し投げると表と裏の相対頻度の極限はどちらも 1

2
に近づくと信

じられるだろう．これを確率論の言葉で書いたものを，Borelの強大数の法則 (1909)と
言う．その極限への収束速度を与えたのがKhinchinの重複対数の法則 (1924)であり，
平均0，分散1の独立同分布確率変数列{Xn}に対して，ほとんど確実に

lim sup
n→∞

∑n

k=1 Xk√
2n log log n

= 1

が成り立つという主張である．ある 2進無限列がランダムであるならば，その列は大
数の法則や重複対数の法則を満たしていて欲しいと思うだろう．
von Mises (1919) [23]は確率の頻度説による定式化の試みの中で，collectiveと呼ば
れるランダムな列を考えた．collectiveは「どんな部分列でもその相対頻度がある値に
収束する列」と定義される．すなわち大数の法則をランダムな列の定義として使おう
としたのであった．von Misesの定義は数学的に厳密ではなかったが，後にChurchや
Waldによって補われた．ところが，Ville (1939) [22]により重複対数の法則が成り立た
ない collectiveが存在することが示された．
ランダムな列は大数の法則と重複対数の法則を満たして欲しい．collectiveは大数の
法則は満たすが，重複対数の法則は満たさない．よってランダムの概念としては不十
分である．

2.2. 統計的検定
ランダムの概念としてみたすべき性質は大数の法則だけでは不十分であった．「大数の
法則と重複対数の法則」を定義として採用しても，やがて満たさない法則が見つかる
かもしれない．ならばそのような法則をすべて満たす列を考えてはどうだろうか．
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統計学において仮説が自然かどうかを判定するのに仮説検定が使われる．ある仮説
を置き，その仮定の下で非常に確率の小さな事象が起これば，その検定に不合格した
と考え，その仮説を誤っていると判断する．その事象は通常平均からの差を考えると
いう意味で，大数の法則に基づいて検定していると考えられる．
そこですべての（ある意味で）計算可能な検定で棄却されない列としてランダムな
列を定義したのがMartin-Löfランダムネスである．
定義 2.1 (Martin-Löf (1966) [13]). µをCantor空間2ω上の一様測度とする．一様にc.e.

の開集合の列{Un}がすべてのnでµ(Un) ≤ 2−nであるとき，{Un}をMartin-Löfテスト
であると言う．列A ∈ 2ωがすべてのMartin-LöfテストについてA 6∈ ⋂

n
Unであると

き，AはMartin-Löfランダムであると言う．
集合 S が計算可能であるとは，関係 σ ∈ S が決定可能であることを言い，S が
計算可能に枚挙可能(computably enumerable, c.e.)であるとは，σ ∈ Sを満たすσを計
算可能に数え上げることができることを言う．実数αに対して，L(α) = {q ∈ Q | q < α}
と置く．αが計算可能であるとは，L(α)が計算可能であることを言い，αが c.e.であ
るとは，L(α)が c.e.であることを言う．開集合U が c.e.であるとは，U =

⋃
σ∈S[σ] =⋃

σ∈S{A ∈ 2ω | σ ≺ A} となる c.e.集合 Sが存在することを言う．Martin-Löfテスト
{Un}に対し，µ(Un)は c.e.ではあるが，一般には計算可能ではない．Schnorrは計算可
能なテストに制限すべきであると主張し，次のような概念を提案した．
定義 2.2 (Schnorr (1971) [19]). Schnorrテストとは，Martin-Löfテスト{Un}で，µ(Un)

が一様に計算可能であるものを言う．列A ∈ 2ωがすべての Schnorrテストについて
A 6∈ ⋂

n Unであるとき，AはSchnorrランダムであると言う．
Martin-Löfランダムな列も Schnorrランダムな列も，大数の法則および重複対数の
法則を満たすことが知られている ([24, 12])．

3. Martin-Löfランダムネスが持つ自然な性質
Schnorrによる上記のような議論があったにも関わらず，その後しばらくはMartin-Löf

ランダムネスに対して様々な良い性質が示されることになる．

3.1. 万能性
あるランダムネスに対するあるテストが万能であるとは，そのテストだけでそのラン
ダムネスが特徴付けられることを言う．
定理 3.1 (Martin-Löf [13]). 万能Martin-Löfテストは存在する．
定理 3.2 (Schnorr [19]). 万能Schnorrテストは存在しない．
万能テストの存在は，ランダムの概念として自然であることを後押しするだけでな
く，技術的にも証明が容易になるという利点があり，この違いはその後Martin-Löfラ
ンダムネスの研究が進む一因になったと思われる．しかし，その後様々なランダムネ
スが定義され，万能テストが存在するランダムネスは少数派である．万能テストの存
在が自然なランダムの概念が持つべき性質かどうかは，疑問の余地がある．

3.2. マルチンゲール
Martin-LöfランダムネスとSchnorrランダムネスはテストの概念により定義される．こ
のことはランダムな列が典型的であることを意味している．もしランダムネスの異な



る直感的説明を定式化したものが同値になれば，その概念が自然であるとより信じら
れるだろう．Villeは collectiveへの批判的研究の中でマルチンゲールを導入し，ランダ
ムネスの定義のために使うことを提案している．マルチンゲールはゲームにおける賭
けの戦略を表し，予測不可能性を定式化することでランダムネスを特徴付ける．
定義 3.3 (Ville [22]; Levy [11]). 関数d : 2<ω → R+が，

d(σ) =
d(σ0) + d(σ1)

2

を満たす時，マルチンゲールと呼ぶ．
非有限非減少関数h : N → Nをorderと呼ぶ．A � nは列Aの最初のn桁を表す．
定理 3.4 (Schnorr (1971) [18, 19]). 列A ∈ 2ωがMartin-Löfランダムであることと，す
べての c.e.マルチンゲールdに対して，

lim sup
n

d(A � n) < ∞

となることは同値である．列Aが Schnorrランダムであることと，すべての計算可能
なマルチンゲールdと計算可能なorder hに対して，

lim sup
n

d(A � n)

h(n)
< ∞

となることは同値である．
このようにMartin-LöfランダムネスとSchnorrランダムネスはどちらも予測不可能
性による特徴付けを持つ．マルチンゲールが c.e.であるよりも計算可能である方が，
自然な特徴付けであるようにも思えるが，orderが入るのが不自然だと思う人もある
だろう．ちなみに orderを落として，すべての計算可能なマルチンゲールdに対して，
lim supn d(A � n) < ∞となる列Aは計算可能ランダムと呼ばれる．
3.3. Kolmogorov複雑性
Martin-Löfランダムネスが自然な概念であるという共通認識を作った一番大きな原因
は，やはりKolmogorov複雑性による特徴付けであろう．ある文字列の複雑さをその文
字列を出力する最短のプログラムの長さとして定義する．するとランダムネスは圧縮
不可能性として理解できる．
部分計算可能関数のことをマシンとも言う．あるマシンf :⊆ 2<ω → 2<ωがprefix-free

であるとは，任意の異なるσ, τ ∈ dom(f)に対し，σ 6≺ τかつ τ 6≺ σとなることを言う．
ある文字列のKolmogorov複雑性を

K(σ) = min{|τ | : U(τ) = σ}

で定義する．ここでUは万能prefix-freeマシンである．
定理 3.5 (Levin (1973) [10], Schnorr (1973) [20], Chaitin (1975) [3]). ある列 Aが
Martin-Löfランダムであることと，

K(A � n) > n− O(1)

であることは同値である．
Schnorrランダムネスの複雑性による特徴付けも存在するが，それが発見されるのは

21世紀に入ってからである．



3.4. 独立性定理
ある2進無限列列がランダムであれば，奇数番目の列の情報が与えられたとしても，偶
数番目の列はランダムに見えるだろう．このような直感を定式化したのが次の定理で
ある．A⊕ Bで奇数番目がA，偶数番目がBの列を表す．
定理 3.6 (van Lambalgen (1987) [21]). 列A⊕BがMartin-Löfランダムであることと，
AがMartin-LöfランダムかつBがAから見てMartin-Löfランダムであることは同値．
ここで「Aから見て」とはAを神託 (oracle)として用いてということである．この定
理が成り立つことはランダムの概念が自然であることの 1つの要件として良いだろう．
Schnorrランダムネスに対する独立性定理については，ごく最近になってようやくいく
つかの結果が知られるようになった．

3.5. ここまでのまとめ
ここまでの結果をまとめると以下のようになる．下記の表の「?」はごく最近まで知ら
れていなかったという意味である．

Martin-Löfランダムネス Schnorrランダムネス
万能テスト 存在する 存在しない

マルチンゲールによる特徴付け 存在する 存在する
複雑性による特徴付け 存在する ?

独立性定理 成立 ?

その他にも，c.e.の実数に対しては，Martin-Löfランダムであることと，Solovay完
全であることが同値であるなど，Martin-Löfランダムネスの自然さを後押しする結果
が早くから知られている．この表だけを見ると，Martin-Löfランダムネスが自然な概
念であるとの判断は妥当のように見える．
ただし，Martin-Löfランダムな列の計算可能性はいくらでも大きくなる(Kucéra-Gács

の定理) ため，より強いランダムネス (2ランダムネス)の方が自然な概念であるという
議論もある．

4. Schnorrランダムネスが持つ自然な性質
Schnorrランダムネスもまた自然な性質を持つことが，21世紀に入ってから知られるよ
うになってきた．

4.1. 計算可能な測度を持つマシンによる特徴付け
Martin-Löfランダムネスに遅れること30年，Schnorrランダムネスの複雑性による特
徴付けが発見された．文字列の集合S ⊆ 2<ωに対し，

[[S]] =
⋃

σ∈S

[σ] =
⋃

σ∈S

{A ∈ 2ω | σ ≺ A}

で定義し，prefix-freeマシンMの測度を

µ([[domM ]])

で定義する．一般にprefix-freeマシンMの測度は1以下のc.e.の実数となる．prefix-free
マシンMが計算可能な測度を持つ時，計算可能な測度を持つマシン (computable mea

sure machine) と呼ぶ．



定理 4.1 (Downey and Griffiths (2004) [5]). 列AがSchnorrランダムであることと，す
べての計算可能な測度を持つマシンMに対して，

KM(A � n) > n− O(1)

であることは同値．
またBienvenu and Merkle (2007) [1]によるdecidable prefix-freeマシンによる特徴付
けも知られている．

4.2. tt-Schnorrランダムネスと独立性定理
Schnorrランダムに対する独立性定理は成り立たないことが分かったのも最近である
[14, 25]．筆者は独立性定理が成り立たないのは相対化が不適切であるからであること
を指摘し，Schnorrランダムネスに対しても本質的には独立性定理が成り立つことを示
した．
ある概念 (例えばランダムネス)に対して，列Aから見た概念を考えることを，相対
化 (relativization)という．「Aから見た」とは，「Aを神託として使って」という意味で
あるが，その使い方にはいろいろある．最も良く使われるのがTuring還元 (≤T)である
が，真理値表還元 (truth-table reducibility, ≤tt)もよく使われる．ではどの還元を使う
べきか．これはランダムの概念に応じて独立性定理が成り立つように取るべきである．
あるランダムの概念R(=ランダムな列の集合)が定義されているとしよう．独立性定
理が成り立つのであれば，

A⊕B ∈ R ⇐⇒ A ∈ R かつ B ∈ R(A)

であるから，ランダムな列Aに対しては，Aから見てランダムな列の集合R(A)は一意
的に定まる．すなわち自然な相対化の仕方はランダムの概念に応じて定まっているの
である．
「Aから見て Schnorr ランダム」と言った場合には Turing還元が使われる．筆者

(2011) [15]は真理値表還元Schnorrランダムネス (tt-Schnorrランダムネス, truth-table

Schnorr randomness, tt-Schnorr randomness)を定義した．神託が無い場合にはSchnorr

ランダムネスと tt-Schnorrランダムネスは同値であるが，一般にAから見てSchnorrラ
ンダムであることと，Aから見て tt-Schnorrランダムであることは異なる．
定理 4.2 (宮部 [15]). tt-Schnorrランダムネスに対しては，独立性定理が成り立つ．
Martin-Löfランダムネスの研究において，独立性定理は基本的で重要なツールとし
て頻繁に表れる．tt-Schnorrランダムネスに対する独立性定理は，Schnorrランダムネ
スの研究を進める上で非常に有用であると思われる．
注意 4.3. 論文 [15]では tt-Schnorrランダムネスをテストにより定義し，複雑性および
マルチンゲールによる特徴付けを与えている．実は，それより前に独立にFranklin and

Stephan (2010) [7]が以下に述べるような全く異なる文脈で tt-Schnorrランダムネスを
マルチンゲールにより定義していた．このことも，この概念の自然さを表していると
言える．



4.3. tt-Schnorrランダムネスと lowの概念
AがMartin-Löfランダムネスであることと，K(A � n) > n − O(1)であることは同値
である．これに対し，K(A � n) < K(n) +O(1)で定義される概念をK-trivial と呼ぶ．
一般にK(n) ≤ log n + 2 log log n + O(1)であるから，接頭辞の複雑さが非常に小さい
ことを意味する．このように「ランダムからはほど遠い」という概念が昔からいくつ
か研究されてきたが，それらがすべて同値であることが最近分かった．
定理 4.4 (Nies (2005) [16], Hirschfeldt-Nies-Stephan (2007) [8]). 以下は同値．

1. Aは low for Martin-Löf randomness

2. Aは low for K

3. AはK-trivial

4. Aは base for Martin-Löf randomness

ではSchnorrランダムネスではどうだろうか．同じように定義すると，low for Schnorr

randomnessと Schnorr trivialは異なることが分かった [6]．この文脈で Franklin and

Stephanは tt-Schnorrランダムネスを定義し，以下を示した．
定理 4.5 (Franklin and Stephan (2010) [7]). 以下は同値．

1. Aは low for tt-Schnorr randomness

2. AはSchnorr trivial

3. Aは computably tt-traceable

Franklin and Stephanはマルチンゲールによって定義したが，筆者はテストや複雑
性による特徴付けも与えており，さらに以下の結果を得た．
定理 4.6 (宮部 (2011) [15], 宮部 (未出版)). 以下は同値．

1. Aは computably tt-traceable

2. Aは low for t.m.m.

3. Aは base for tt-Schnorr tests

ここで low for t.m.m.は low for K の Schnorrランダムネス版である．この同値性
は「Schnorrランダムからはほど遠い」という概念も自然な概念であることを意味す
る．Schnorr trivialの場合には，computably tt-traceableという概念とも一致する．K-

trivialの traceabilityによる特徴付けは多くの研究者が取り組んでいる未解決問題であ
り，いくつかの部分的な結果が知られている．
Schnorrランダムネスの研究がこれまで進んでこなかったのは，この正しい相対化の
定義が与えられていなかった，もっと本質的にはTuring還元よりも真理値表還元との
方が相性が良いことが認識されてこなかったことが大きな原因ではないかと思われる．



4.4. ランダムネスと微分可能性
解析学において「ほとんど至る所もしくはほとんど確実にある性質が成り立つ」とい
う形の定理は多く見られる．その多くが適当に計算可能性を入れることで，「すべての
ランダムな点である性質が成り立つ」という形に書き換えられると考えられている．大
数の法則や重複対数の法則はその例である．DemuthはMartin-Löfランダムに関して
この研究を強く推進したため，この方向の研究は「Demuthプログラム」と呼ばれてい
る．計算可能解析学の発展に伴い，このプログラムを進める基盤ができてきたため，最
近，盛んに研究されるようになった．
中でも微分可能性とランダムネスの関係は理解しやすい．まず，次の古典的な結果
を思い出しておこう．
定理 4.7. 有界変動関数はほとんど至る所微分可能である．
この関数を計算可能なものに限ると，Martin-Löfランダムネスを特徴付ける．
定理 4.8 (Demuth [4], Brattka-Miller-Nies [2]). 実数rがMartin-Löfランダムであるこ
とと，すべての有界変動計算可能関数f : [0, 1] → Rが rで微分可能であることは同値．
Niesは様々なランダムネスに対応する関数族を研究することを提案し，計算可能ラ
ンダムネス，弱2ランダムネスが微分可能性により特徴付けられた．ところがSchnorr

ランダムネスについては微分定理の形で述べるのが自然である．
定理 4.9 (Lebesgue [9]). 積分可能な関数f : [0, 1] → Rに対し，ほとんど至る所，

lim
ε→0

∫
B(r,ε)

fdµ

2r
= f(r).

ここでB(r, ε) = (r − ε, r + ε)．
上記の等式が成り立つ rをfのLebesgue点と呼ぶ．
定理 4.10 (Pathak, Rojas, Simpson [17]). 実数rがSchnorrランダムであることと，す
べての実効的なL1計算可能関数f : [0, 1] → RのLebesgue点であることは同値．
では，Martin-Löfランダムネスを微分定理の形で特徴付けられるだろうか．筆者は
次のような結果を得ている．
定理 4.11 (宮部). 実数rがMartin-Löfランダムであることと，すべての弱L1計算可能
関数f : [0, 1] → Rで不定積分が計算可能となるもののLebesgue点であることは同値．
実数 rが計算可能であることは，

|r − qn| < 2−n

となる計算可能な有理数列{qn}が存在することと同値である．実数 rが弱計算可能で
あるとは， ∑

n

|r − qn| < ∞

となる計算可能な有利数列{qn}が存在することを言う．上記の実効的L1計算可能関数
はL1空間における計算可能な点に相当し，弱L1計算可能関数はL1空間における弱計
算可能な点に相当する．
上記の2定理の背景には，次の補題がある．次の古典的な結果も思い出しておこう．



命題 4.12. 関数 f : [0, 1] → Rに対し，
∫
|f |dµ = 0とほとんど至る所 f(x) = 0となる

ことは同値．
補題 4.13 (Pathak, Rojas, Simpson [17]). f : [0, 1] → Rを実効的L1計算可能関数とす
る．この時，

∫
|f |dµ = 0と，すべてのSchnorrランダムの点xで f(x) = 0となること

は同値．
補題 4.14 (宮部). f : [0, 1] → Rを弱L1計算可能関数とする．この時，

∫
|f |dµ = 0と，

すべてのMartin-Löfランダムの点xでf(x) = 0となることは同値．
筆者はこれらの結果のKurtzランダムネス版，弱2ランダムネス版も得ている．この
ことはNiesが研究することを提案した様々なランダムネスに対応する関数族を自然な
形で表現している．

4.5. ここまでのまとめ
これまで得られた結果を以前の表に付け加えてみよう．

Martin-Löfランダムネス Schnorrランダムネス
万能テスト 存在する 存在しない

マルチンゲールによる特徴付け 存在する 存在する
複雑性による特徴付け 存在する 存在する

独立性定理 成立 成立
複数の lowの概念 一致 一致
相性の良い関数族 弱L1計算可能 L1計算可能

Martin-LöfランダムネスとSchnorrランダムネスは共に自然な概念であり，甲乙つけ
がたい．実は解析の定理をランダムネスの言葉で表現するときには，Schnorrランダム
ネスの方が自然に書けることが多い．最後の行はその1例である．
これまでのランダムネスの研究の中でSchnorrランダムネスではなくMartin-Löfラン
ダムネスが中心的に研究されてきた一因は，万能Martin-Löfテストの存在であろう．果
たして万能テストは自然なランダムの概念が持つべき性質なのだろうか．万能Schnorr

テストが存在しないことは何を意味するのかに関して，もっと計算可能解析との関連
が調べられることによって明らかになると願っている．

5. まとめ
これまでランダムネスの研究の中では，Martin-Löfランダムネスが中心に研究されて
きた．しかし Schnorrランダムネスも自然な概念であることが最近の研究によって明
らかになってきた．状況によってはSchnorrランダムネスの方が自然であることさえあ
り，今後，Schnorrランダムネスに関しても多くの結果が出てくることが予想される．
ただし，ここで挙げた様々な性質は，筆者によって恣意的に挙げられたものであり，
部分的に見ればSchnorrランダムネスも十分自然であるということを言っているにすぎ
ない．Martin-Löfランダムネスに関しては多くの結果が知られており，Schnorrランダ
ムネス版を考えることが難しそうなものも多くある．
そもそも筆者はどちらが自然なランダムの概念かという議論をすべきだとは思って
いない．ランダムの概念は計算可能性を導入しなければ厳密には定義できない．この
ことは，ランダムの概念が実在論的に存在するものではなく，人間から見てという相



対的なものであり，認識論的な概念であることを意味しているように思う．よって自
然な概念が 1つである必要はないし，使われるランダムの概念が自然である必要もな
いと思う．
その上で複数のランダムネスについて自然な性質が示されることで，計算可能性から
どのようにランダムの概念が現れるかについての理解が深まる．研究すべきはMartin-

LöfランダムネスでもSchnorrランダムネスでもなく，ランダムの概念であると考えて
いる．
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