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つぎのかずは



どんな列か？

I 円周率 π

I 自然対数の底 e

I 独立に確率 1
3
で 1が出るランダムな列

I 奇数番目は必ず 1で，偶数番目は独立に確率 1
4
で 1が出る部分的にランダムな列

I などなど
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答えが存在するか？

統計的学習理論では，
最適な予測は存在しない．No Free Lunch定理より．

Solomonoffの帰納的推論では，
最適な予測が存在する．計算可能ではないけれど．

矛盾ではない．条件が異なる．また「最適」の言葉の意味も異なる．
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ゴール

最適な (optimal)予測とは，最も汎用的な (general)予測である．

より汎用的な予測であろうと追い求めていくと，あるところからはずっと
この性質 P を持つ．

ということがある．このとき，十分汎用的な予測は性質 P を持つ，という．
特に，収束速度に関する性質を調べたい．
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最適な予測

より汎用的
ν

μ



設定
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汎用的予測

収束速度
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設定

問題設定

Cantor空間: {0, 1}N

µ: Cantor空間上の未知の計算可能測度，モデル測度
X = X1X2X3 · · · ∈ {0, 1}N: µに対してランダムな列
条件付き確率，X<nが与えられたときにXnを予測したい：

µ(k|X<n) =
µ(X<nk)

µ(X<n)
, (k ∈ {0, 1})
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設定

最適な予測
ξ : {0, 1}∗ → [0, 1]が半測度 (semi-measure)であるとは，

ξ(ε) ≤ 1, ξ(σ) ≥ ξ(σ0) + ξ(σ1)

εは空文字．
ξ : {0, 1}∗ → [0, 1]が c.e.(or lower semicomputable)であるとは，ξ(σ)が σに関して一
様に下から計算可能に近似できること．
c.e.半測度 ξが最適 (optimal)とは，任意の c.e.半測度 µに対して，ある c ∈ Nが存在
して，すべての σ ∈ {0, 1}∗で，

µ(σ) ≤ cξ(σ)

となることをいう．最適な c.e.半測度は存在する．
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設定

Solomonoffの結果

ξ: 予測測度

定理 1 (Solomonoff 1960s-70s)
ξ: 最適な c.e.半測度，µ: 計算可能測度，X: µランダムな列，

|ξ(k|X<n)− µ(k|X<n)| → 0, n → ∞, k ∈ {0, 1}

Martin-Löfランダム性では不十分，2ランダムなら十分．
(独り言：たぶん density randomnessくらい．)
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設定

批判

計算可能でない予測の話であり，実際の機械学習の研究にはほとんど役に
立たない．
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汎用的予測
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汎用的予測

domination

ξが νを dominateするとは，

∃c ∈ N∀σ.ν(σ) ≤ c · ξ(σ)

Solomonoffの結果は，すべての計算可能測度を dominateする半測度は良い振る舞い
をするということ．計算可能測度の集合上に，この関係から定まる順序を入れたと
き，「良い振る舞いをする」とはどういうことか？
ゴール：より多くのモデル測度に対して速い収束をする
ξは νより汎用的な (general)測度であると呼ぶことにする
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汎用的予測

KL-divergence

{0, 1}上の測度 µ, ξに対して，µの ξに対するKL-divergenceを，

d(µ||ξ) =
∑

k∈{0,1}

µ(k) ln
µ(k)

ξ(k)

とする．
I dσ(µ||ξ) = d(µ(·|σ)||ξ(·|σ)),
I Dn(µ||ξ) =

∑n
k=1 EX∼µ[dX<k

(µ||ξ)],
I D∞(µ||ξ) = limn→∞Dn(µ||ξ).
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汎用的予測

dominationと収束

定理 2
ξ, νに関して以下は同値．
I ξが νを dominateする
I すべての µに対し，D∞(µ||ν) < ∞ ⇒ D∞(µ||ξ) < ∞

I ある c ∈ Nが存在して，すべての µで，D∞(µ||ξ) ≤ D∞(µ||ν) + c.

つまり，より多くの µに対して，KL-divergenceの意味で誤差和が有限であることと
同値．
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汎用的予測

注意

I D∞(µ||ξ)は，µの ξに対するKL-divergenceに一致する．
I dominateするなら絶対連続．絶対連続性については角谷の同値定理という古い
結果がある．

I KL-divergence以外の測度の距離でうまくいくかどうかはよく分からない．
I 計算可能性は仮定していない．純粋な測度論の結果．
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収束速度

十分良い計算

Kolmogorov複雑性は計算不可能なので，

f(n) ≤ K(n) +O(1),
∑
n

2−f(n) < 1

を満たす計算可能な関数 f は存在しない．しかし，

f(n) ≤ K(n) +O(1) i.o.,
∑
n

2−f(n) < 1

となる計算可能関数は存在し，Solovay関数と呼ばれている．

宮部賢志 (明治大学数学科) 計算可能な予測の収束速度 2021 年 12 月 22 日 (水) 18 / 30



収束速度

十分汎用的な予測

十分大きな自然数 n ∈ Nについて性質 P が成り立つとは，ある自然数N ∈ Nが存在
して，すべての n > N で性質 P が成り立つこと．
十分汎用的な計算可能測度が性質P を満たすとは，ある計算可能測度 νが存在して，
νを dominateするすべての計算可能測度 ξが性質 P を満たすことをいう．
I 計算可能な測度についての話ができる．
I Solomonoffの結果に相当する議論ができる．
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収束速度

収束速度

今回は性質として収束速度について議論したい．なぜか．
I 最適な c.e.半測度の収束速度についてはきれいな解析ができない
I 計算可能測度 µ, ξに対しては，D∞(µ||ξ)は左 c.e.実数になる．その収束速度は

Solovay還元という立派な理論がある．
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収束速度

MLランダム性

定理 3
µ: 計算可能測度，ξ: 十分汎用的な測度

D∞(µ||ξ)

有限な値で，Martin-Löfランダムな左 c.e.実数．

注意：ルベーグ測度に対するMLランダム性．
収束する実数列の中で，収束が最も遅いということ．
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収束速度

具体例

I `p(µ, ξ) =
∑

k∈{0,1} |µ(k)− ξ(k)|p

I Lp(µ, ξ) =
∑

EX∼µ[`p,X<k
(µ, ξ)]

とおくと，Lp(µ, ξ)がMLランダムになる pは存在すればただ 1つ．それをR(µ, ξ)

と書く．

定理 4
Dirac測度 µ = 1Aの場合は，十分汎用的な ξに対しR(µ, ξ) = 1.
µが separated(infk,σ µ(k|σ) > 0)の場合は，十分汎用的な ξに対しR(µ, ξ) = 2.
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収束速度

分かること

I 十分汎用的な予測は適切な測度に収束する
I その収束速度は µの性質によりほぼ一意に定まり，遅すぎたり速すぎたりはし
ない
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収束速度

証明のスケッチ

D∞(µ||ξ)のMLランダム性の証明の流れ．
1. µと似ているが少しだけ異なる測度 νを作る
2. D∞(µ||ν)がMLランダム性を示す
3. ξが νを dominateするなら，D∞(µ||ξ)−D∞(µ||ν)が左 c.e.になることを示す
4. D∞(µ||ξ)のMLランダム性を示す．

3の性質も νの構成に依存するように見えるが，反例があるわけではない．
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収束速度

µの構成

zn: 計算可能な正の有理数列で s =
∑

n zn < 1がMLランダムなもの
Zσ ∈ {0, 1}N: σ ∈ Zσ, µ(Zσ) = 0

µn(σ) =

µ(σ) if |σ| ≤ n

µ(τ)1Zτ if |σ| > n, τ = σ≤n

ν =
∑
n

znµn + (1− s)µ

割合 zn分は，n桁目まではµと同じで，それ以降はµと特異になる 1点に重みを置く
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収束速度

MLランダム性

Radon-Nikodym微分が，
dµ

dν
=

1

1− s

で，sのランダム性からD(µ||ν)のランダム性が得られる．
また，dµ

dν
が定数であることから，

D(µ||ξ) = D(µ||ν) + 1

1− s
·D(ν||ξ)

で，D(µ||ξ)のランダム性が得られる．
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収束速度

誤差

Dirac測度 µ = 1Aの場合，

− log(1− ξ(An|A<n)) ≈ Kh(n)

ここで，Kh(n)は time-bounded Kolmogorov complexity.
誤差がある意味で完全に記述できる．
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収束速度

まとめ

I 「十分汎用的」の概念を導入することで，良い計算可能な予測の性質を議論す
る枠組みを提案した．

I 十分汎用的な予測の収束速度を議論した．
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収束速度

今後

I Bernoulli測度に限定した場合どうなるか？ ⇒3月の数学会にて．
I separated測度で n番目での誤差は評価できるか？
I 多項式時間でできるか？
I 収束が計算可能に抑えられるのはどのような場合か？
I 一般空間上で有界閉集合にラベルがある場合はどうか？
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収束速度

終わり
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